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Trang 1 

CHUYÊN ĐỀ 1: SỐ TỰ NHIÊN. 

1. Tập hợp. Phần tử của tập hợp: 

- Tập hợp là một khái niệm cơ bản. Ta hiểu tập hợp thông qua các ví dụ. 

- Tên tập hợp được đặt bằng chữ cái in hoa.  

- Các phần tử của một tập hợp được viết trong hai dấu ngoặc nhọn { }, cách nhau bởi 

dấu ";" (nếu có phần tử là số) hoặc dấu ",". Mỗi phần tử được liệt kê một lần, thứ tự liệt 

kê tùy ý. 

- Kí hiệu:  1  A đọc là 1 thuộc A hoặc 1 là phần tử của A; 

  5  A đọc là 5 không thuộc A hoặc 5 không là phần tử của A; 

- Để viết một tập hợp, thường có hai cách: 

 + Liệt kê các phần tử của tập hợp. 

 + Chỉ ra tính chất đặc trưng cho các phần tử của tập hợp đó. 

- Một tập hợp có thể có một phần tử, có nhiều phần tử, có vô số phần tử, cũng có thể 

không có phần tử nào (tức tập hợp rỗng, kí hiệu . 

- Nếu mọi phần tử của tập hợp A đều thuộc tập hợp B thì tập hợp A gọi là tập hợp con 

của tập hợp B. Kí hiệu: A  B đọc là: A là tập hợp con của tập hợp B hoặc A được 

chứa trong B hoặc B chứa A. 

- Mỗi tập hợp đều là tập hợp con của chính nó. Quy ước: tập hợp rỗng là tập hợp con 

của mọi tập hợp. 

* Cách tìm số tập hợp con của một tập hợp:  

Nếu A có n phần tử thì số tập hợp con của tập hợp A là 2
n
. 

- Giao của hai tập hợp (kí hiệu: ) là một tập hợp gồm các phần tử chung của hai tập 

hợp đó. 

2. Tập hợp các số tự nhiên: Kí hiệu N 

- Mỗi số tự nhiên được biểu diễn bởi một điểm trên tia số. Điểm biểu diễn số tự nhiên a 

trên tia số gọi là điểm a. 

- Tập hợp các số tự nhiên khác 0 được kí hiệu là N
*
. 

- Thứ tự trong tập hợp số tự nhiên: 

 + Trong hai số tự nhiên khác nhau, có một số nhỏ hơn số kia.  Trên hai điểm trên 

tia số, điểm ở bên trái biểu diễn số nhỏ hơn. 

 + Nếu a < b và b < c thì a < c. 

 + Mỗi số tự nhiên có một số liền sau duy nhất, chẳng hạn số tự nhiên liền sau số 

2 là số 3; số liền trước số 3 là số 2; số 2 và số 3 là hai số tự nhiên liên tiếp. Hai số tự 

nhiên liên tiếp thì hơn kém nhau một đơn vị. 

 + Số 0 là số tự nhiên nhỏ nhất. Không  có số tự nhiên lớn nhất. 

 + Tập hợp các số tự nhiên có vô số phần tử. 

 



 

 

 

Trang 2 

3. Ghi số tự nhiên: Có nhiều cách ghi số khác nhau: 

- Cách ghi số trong hệ thập phân: Để ghi các số tự nhiên ta dùng 10 chữ số 0, 1, 2, 3, 4, 

5, 6, 7, 8, 9. Cứ 10 đơn vị ở một hàng thì làm thành một đơn vị ở hàng liền trước nó. 

+ Kí hiệu: ab  chỉ số tự nhiên có hai chữ số, chữ số hàng chục là a, chữ số hàng đơn vị 

là b. Viết được ab a.10 b  

 abc  chỉ số tự nhiên có ba chữ số, chữ số hàng trăm là a, chữ số hàng chục là b, 

chữ số hàng đơn vị là c. Viết được abc a.100 b.10 c  

- Cách ghi số La Mã: có 7 chữ số 

Kí hiệu I V X L C D M 

Giá trị tương ứng 

trong hệ thập phân 
1 5 10 50 100 500 1000 

+ Mỗi chữ số La Mã không viết liền nhau quá ba lần. 

+ Chữ số có giá trị nhỏ đứng trước chữ số có giá trị lớn làm giảm giá trị của chữ số có 

giá trị lớn. 

- Cách ghi số trong hệ nhị phân: để ghi các số tự nhiên ta dùng 2 chữ số là : 0 và 1. 

- Các ví dụ tách một số thành một tổng: 

 Trong hệ thập phân: 6478 = 6. 10
3
 + 4. 10

2
 + 7. 10

1
 + 8. 10

0 

 Trong hệ nhị phân: 1101 = 1. 2
3
 + 1. 2

2
 + 0. 2

1
 + 1. 2

0 

4. Các phép toán:  

a, Phép cộng:            a  +  b  =  c 

         (số hạng) + (số hạng) = (tổng) 

b, Phép trừ:  Cho hai số tự nhiên a và b, nếu có số tự nhiên x sao cho b + x = a thì 

ta có phép trừ       a  -  b  =  x 

          (số bị trừ) - (số trừ) = (hiệu)  

c, Phép nhân:   a  .  b    = d 

         (thừa số) . (thừa số)  = (tích) 

d, Phép chia:  Cho hai số tự nhiên a và b, trong đó b ≠ 0, nếu có số tự nhiên x sao cho 

b.x = a thì ta nói a chia hết cho b và ta có phép chia hết   a     :     b   =   x 

            (số bị chia) : (số chia) = (thương) 

Tổng quát: Cho hai số tự nhiên a và b, trong đó b ≠ 0, ta luôn tìm được hai số tự nhiên 

q và r duy nhất sao cho:     a      =      b    .     q      +     r           trong đó 0 r b  

          (số bị chia) = (số chia) . (thương) + (số dư) 

 Nếu r = 0 thì ta có phép chia hết. 

 Nếu r ≠ 0 thì ta có phép chia có dư. 

 

* Tính chất của phép cộng và phép nhân số tự nhiên: 



 

 

 

Trang 3 

                      Phép tính 

Tính chất 
Cộng Nhân 

Giao hoán a + b = b + a a . b = b . a 

Kết hợp (a + b) + c = a + (b + c) (a . b) .c = a . (b . c) 

Cộng với số 0 a + 0 = 0 + a = a  

Nhân với số 1  a . 1 = 1 . a = a 

Phân phối của phép nhân 

đối với phép cộng 
a. (b + c) = ab + ac 

Phát biểu bằng lời: 

 Tính chất giao hoán: 

- Khi đổi chỗ các số hạng trong một tổng thì tổng không thay đổi. 

- Khi đổi chỗ các thừa số trong một tích thì tích không đổi. 

 Tính chất kết hợp: 

- Muốn cộng một tổng hai số với một số thứ ba, ta có thể cộng số thứ nhất với tổng của 

số thứ hai và số thứ ba. 

- Muốn nhân một tích hai số với một số thứ ba, ta có thể nhân số thứ nhất với tích của 

số thứ hai và số thứ ba. 

 Tính chất phân phối của phép nhân đối với phép cộng: 

Muốn nhân một số với một tổng, ta có thể nhân số đó với từng số hạng của tổng, rồi 

cộng các kết quả lại. 

e,  Chú ý:  

 + Trong tính toán có thể thực hiện tương tự với tính chất a(b - c) = ab - ac 

 + Dạng tổng quát của số chẵn (số chia hết cho 2) là 2k (k  N), dạng tổng quát 

của số lẻ (số chia cho 2 dư 1) là 2k + 1 (k  N). 

f, Phép nâng lên lũy thừa: 

- ĐN: Lũy thừa bậc n của a là tích của n thừa số bằng nhau, mỗi thừa số bằng a. 

 
n

n thõa sè

a a.a.....a   (n ≠ 0);  a gọi là cơ số, n gọi là số mũ. 

  a
2
 gọi là a bình phương (hay bình phương của a);   

  a
3
 gọi là a lập phương (hay lập phương của a) 

Quy ước: a
1
 = a    ; a

0
  = 1    (a≠ 0) 

- Nhân hai lũy thừa cùng cơ số: Khi nhân hai lũy thừa cùng cơ số, ta giữ nguyên cơ số 

và cộng các số mũ. 

   a
m

 . a
n
 = a

m+n
 



 

 

 

Trang 4 

- Chia hai lũy thừa cùng cơ số: Khi chia hai lũy thừa cùng cơ số (khác 0), ta giữ 

nguyên cơ số và trừ các số mũ. 

   a
m

 : a
n
 = a

m-n
  (với a≠ 0; m n ) 

- Thêm:  (a
m
)
n
 = a

m.n
   ;  (a.b)

n
 = a

n
. b

n
 

* Số chính phương: là số bằng bình phương của một số tự nhiên (VD: 0, 1, 4, 9, ...) 

5. Thứ tự thực hiện các phép tính: 

- Đối với biểu thức không có dấu ngoặc:  

 + Nếu chỉ có phép cộng, trừ hoặc chỉ có phép nhân, chia, ta thực hiện phép tính 

theo thứ tự từ trái sang phải. 

 + Nếu có các phép tính cộng, trừ, nhân, chia, nâng lên lũy thừa, ta thực hiện theo 

thứ tự: Lũy thừa → Nhân và chia → Cộng và trừ. 

- Đối với biểu thức có dấu ngoặc ta thực hiện theo thứ tự ( ) → [ ] → { } 

6. Tính chất chia hết của một tổng: 

- Tính chất 1: Nếu tất cả các số hạng của một tổng đều chia hết cho cùng một số thì 

tổng chia hết cho số đó. 

 a   m,  b   m,  c   m  (a + b + c)   m 

- Tính chất 2: Nếu chỉ có một số hạng của tổng không chia hết cho một số, còn các số 

hạng khác đều chia hết cho số đó thì tổng không chia hết cho số đó. 

 a   m,  b   m,  c   m  (a + b + c)   m 

7. Dấu hiệu chia hết cho 2, 3, 5, 9: 

Chia hết cho Dấu hiệu 

2 Chữ số tận cùng là chữ số chẵn 

5 Chữ số tận cùng là 0 hoặc 5 

9 Tổng các chữ số chia hết cho 9 

3 Tổng các chữ số chia hết cho 3 

8. Ước và bội: 

- Nếu có số tự nhiên a chia hết cho số tự nhiên b thì ta nói a là bội của b, còn b là ước 

của a. 

- Ta có thể tìm các bội của một số bằng cách nhân số đó lần lượt với 0, 1, 2, 3,... 

- Ta có thể tìm các ước của a bằng cách lần lượt chia a cho các số tự nhiên từ 1 đến a 

để xét xem a chia hết cho những số nào, khi đó các số ấy là ước của a 

- Số nguyên tố là số tự nhiên lớn hơn 1, chỉ có 2 ước là 1 và chính nó. Hợp số là số tự 

nhiên lớn hơn 1, có nhiều hơn 2 ước. 

* Cách kiểm tra 1 số là số nguyên tố: Để kết luận số a là số nguyên tố (a>1), chỉ cần 

chứng tỏ rằng nó không chia hết cho mọi số nguyên tố mà bình phương không vượt 

quá a. 



 

 

 

Trang 5 

- Phân tích một số tự nhiên lớn hơn 1 ra thừa số nguyên tố là viết số đó dưới dạng một 

tích các thừa số nguyên tố 

* Cách tính số lượng các ước của một số m (m > 1): ta xét dạng phân tích của số m ra 

thừa số nguyên tố:  Nếu m = a
x
 thì m có x + 1 ước 

    Nếu m = a
x
. b

y
 thì m có (x + 1)(y + 1) ước 

    Nếu m = a
x
. b

y
. c

z
 thì m có (x + 1)(y + 1)(z + 1) ước.  

- Ước chung của hai hay nhiều số là ước của tất cả các số đó. 

- Bội chung của hai hay nhiều số là bội của tất cả các số đó. 

- ƯCLN của hai hay nhiều số là số lớn nhất trong tập hợp các ước chung của các số đó. 

- Các số nguyên tố cùng nhau là các số có ƯCLN bằng 1 

- Để tìm ước chung của các số đã cho, ta có thể tìm các ước của ƯCLN của các số đó. 

- BCNN của hai hay nhiều số là số lớn nhất khác 0 trong tập hợp các bội chung của các 

số đó. 

- Để tìm BC của các số đã cho, ta có thể tìm các bội của BCNN của các số đó. 

- Cách tìm ƯCLN và BCNN: 

 Tìm ƯCLN Tìm BCNN 

Bước 1 Phân tích mỗi số ra thừa số nguyên tố 

Bước 2 
Chọn các thừa số nguyên tố 

Chung Chung và riêng 

Bước 3 
Lập tích các thừa số đã chọn, mỗi thừa số lấy với số mũ: 

nhỏ nhất lớn nhất 

* Bổ sung:  

+ Tích của hai số tự nhiên khác 0 bằng tích của ƯCLN và BCNN của chúng: 

   a . b  = ƯCLN(a,b). BCNN(a,b) 

+ Nếu tích a.b chia hết cho m, trong đó b và m là hai số nguyên tố cùng nhau thì a   m 

+ Một cách khác tìm ƯCLN của hai số a và b (với a > b):  

Chia số lớn cho số nhỏ. 

 

Nếu a  b thì ƯCLN(a,b) = b 

- Nếu phép chia a cho b có số dư r1, lấy b chia cho r1. 

- Nếu phép chia b cho r1 có số dư r2, lấy r1 chia cho 

r2. 

- Cứ tiếp tục như vậy cho đến khi số dư bằng 0 thì số 

chia cuối cùng là ƯCLN phải tìm. 
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CHUYÊN ĐỀ 2: SỐ NGUYÊN 

 

1. Tập hợp các số nguyên: 

- Trong đời sống hàng ngày người ta dùng các số mang dấu "-" và dấu "+" để chỉ các đại 

lượng có thể xét theo hai chiều khác nhau. 

- Tập hợp: {...; -3; -2; -1; 0; 1; 2; 3; ...} gồm các số nguyên âm, số 0 và các số nguyên 

dương là tập hợp các số nguyên. Kí hiệu là Z. 

- Các số đối nhau là: 1 và -1;  2 và -2; a và -a;... 

- So sánh hai số nguyên a và b: a < b  điểm a nằm bên trái điểm b trên trục số. 

 + Mọi số nguyên dương đều lớn hơn số 0. 

 + Mọi số nguyên âm đều nhỏ hơn số 0. 

 + Mọi số nguyên âm đều nhỏ hơn bất kì số nguyên dương nào. 

2.  Giá trị tuyệt đối của số nguyên a, kí hiệu |a| là khoảng cách từ điểm a đến điểm gốc 0 

trên trục số. 

- Cách tính: 
a nÕu a 0

a
-a nÕu a < 0


 


  

+ Giá trị tuyệt đối của một số nguyên dương là chính nó. 

+ Giá trị tuyệt đối của một số nguyên âm là số đối của nó (và là một số nguyên dương) 

+ Trong hai số nguyên âm, số nào có giá trị tuyệt đối nhỏ hơn thì lớn hơn. 

+ Hai số đối nhau có giá  trị tuyệt đối bằng nhau. 

3. Cộng hai số nguyên: 

- Cộng hai số nguyên cùng dấu: ta cộng hai giá trị tuyệt đối của chúng rồi đặt dấu chung 

trước kết quả. 

- Cộng hai số nguyên khác dấu: ta tìm hiệu hai giá trị tuyệt đối của chúng (số lớn trừ số 

nhỏ) rồi đặt trước kết quả tìm được dấu của số có giá trị tuyệt đối lớn hơn. 

- Tính chất của phép cộng các số nguyên:  a, Giao hoán: a + b = b + a 

       b, Kết hợp: (a + b) + c = a + (b + c) 

       c, Cộng với số 0: a + 0 = 0 + a = a 

       d, Cộng với số đối: a + (-a) = 0 

+ Hai số có tổng bằng 0 là hai số đối nhau. 

 

4. Phép trừ hai số nguyên: a - b = a + (-b) 

5. Quy tắc dấu ngoặc:  

 Khi bỏ dấu ngoặc có dấu "-" đằng trước, ta phải đổi dấu các số hạng trong dấu 

ngoặc: dấu "+" thành dấu "-" và dấu "-" thành dấu "+". 

 Khi bỏ dấu ngoặc có dấu "+" đằng trước thì dấu các số hạng trong ngoặc vẫn giữ 

nguyên. 

6. Tổng đại số: là một dãy các phép tính cộng, trừ các số nguyên. 

- Tính chất: trong một tổng đại số, ta có thể: 

 + Thay đổi tùy ý vị trí các số hạng kèm theo dấu của chúng. 

 + Đặt dấu ngoặc để nhóm các số hạng một cách tùy ý với chú ý rằng nếu trước dấu 

ngoặc là dấu "-" thì phải đổi dấu tất cả các số hạng trong ngoặc. 

7. Quy tắc chuyển vế: Khi chuyển một số hạng từ vế này sang vế kia của một đẳng thức, 

ta phải đổi dấu số hạng đó: dấu "+" thành dấu "-" và dấu "-" thành dấu "+". 

8. Nhân hai số nguyên: 

- Nhân hai số nguyên cùng dấu: ta nhân hai giá trị tuyệt đối của chúng. 
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- Nhân hai số nguyên khác dấu: ta nhân hai giá trị tuyệt đối của chúng rồi đặt dấu "-" trước 

kết quả nhận được. 

- Chú ý:  + a . 0 = 0 

  + Cách nhận biết dấu của tích:  (+) . (+) → (+) 

      (-) . (-) → (+) 

      (+) . (-) → (-) 

      (-) . (+) → (-) 

 + a. b = 0 thì a = 0 hoặc b = 0 

 + Khi đổi dấu một thừa số thì tích đổi dấu. Khi đổi dấu hai thừa số thì tích không 

thay đổi. 

- Tính chất của phép nhân các số nguyên: 

 a, Giao hoán: a. b = b . a 

 b, Kết hợp: (a . b) . c = a . (b . c) 

 c, Nhân với 1: a . 1 = 1 . a = a 

 d, Tính chất phân phối của phép nhân đối với phép cộng:  a . (b + c) = ab + ac 

 Tính chất trên cũng đúng đối với phép trừ: a (b - c) = ab - ac 

9. Bội và ước của một số nguyên: 

- Cho a, b  Z và b ≠ 0. Nếu có số nguyên q sao cho a = bq thì ta nói a chia hết cho b. Ta 

còn nói a là bội của b và b là ước của a. 

- Chú ý:  + Số 0 là bội của mọi số nguyên khác 0. 

  + Số 0 không phải là ước của bất kì số nguyên nào. 

  + Các số 1 và -1 là ước của mọi số nguyên. 

- Tính chất:  + Nếu a chia hết cho b và b chia hết cho c thì a cũng chia hết cho c. 

  + Nếu a chia hết cho b thì bội của a cũng chia hết cho b. 

  + Nếu hai số a, b chia hết cho c thì tổng và hiệu của chúng cũng chia hết cho  
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CHUYÊN ĐỀ: MỘT SỐ BIỆN PHÁP SO SÁNH PHÂN SỐ 
 
A. §Æt vÊn ®Ò:  
 §Ó so s¸nh hai ph©n sè ngoµi c¸ch quy ®ång mÉu hoÆc tö (c¸c so s¸nh "hai 
tÝch chÐo" thùc chÊt lµ quy ®ång mÉu sè), trong mét sè trêng hîp cô thÓ, tuú theo 
®Æc ®iÓm cña c¸c ph©n sè, ta cßn cã thÓ so s¸nh b»ng mét sè ph¬ng ph¸p kh¸c. 
TÝnh chÊt b¾c cÇu cña thø tù thêng ®îc sö dông, trong ®ã ph¸t hiÖn ra ph©n sè 
trung gian ®Ó lµm cÇu nèi lµ vÊn ®Ò quan träng. 
B. Néi dung cÇn truyÒn ®¹t. 
I. KiÕn thøc c¬ b¶n. 
1. Dïng sè 1 lµm trung gian. 

 a) NÕu   
b

a
> 1 vµ 

d

c
< 1 th× 

b

a
> 

d

c
                                                                          

 b) NÕu 
b

a
 = 1 + M ; 

d

c
 = 1 +N 

         mµ M>N th× 
d

c

b

a
   

 M vµ N theo thø tù gäi lµ "phÇn thõa" so víi 1 cña hai ph©n sè ®· cho. 
 * NÕu hai ph©n sè cã "phÇn thõa" so víi 1 kh¸c nhau, ph©n sè nµo cã "phÇn 
thõa" lín h¬n th× lín h¬n. 
 VÝ dô:  

 
198

199
 = 1 + 

198

1
 ; 

199

200
 = 1 + 

199

1
      

  V× 
198

1
> 

199

1
  nªn 

198

199
 > 

199

200
 

c) NÕu 
b

a
 = 1- M ; 

d

c
 = 1 + N  nÕu  M > N th× 

b

a
 <  

d

c
   

 M vµ N theo thø tù gäi lµ "phÇn thiÕu" hay "phÇn bï" tíi ®¬n vÞ cña hai ph©n 
sè ®· cho. 
 * NÕu hai ph©n sè cã "phÇn bï" tíi ®¬n vÞ kh¸c nhau, ph©n sè nµo cã "phÇn 
bï" lín h¬n th× phÇn sè ®ã nhá h¬n. 
 VÝ dô: 

                    
2006

2005
 = 1 -  

2006

1
 ;      

2007

2006
 = 1 + 

2007

1
   

 V× 
2006

1
 >  

2007

1
   nªn  

2006

2005
 < 

2007

2006
 

2. Dïng mét sè ph©n sè lµm trung gian. 

 VÝ dô : So s¸nh 
31

18
  vµ  

37

15
 

 Gi¶i: XÐt ph©n sè trung gian 
37

18
 ( Ph©n sè nµy cã tö  lµ tö cña ph©n sè thø 

nhÊt, cã mÉu lµ mÉu cña ph©n sè thø 2). Ta thÊy: 

 
31

18
  > 

37

18
 vµ 

37

18
 > 

31

15
 suy ra  

31

18
  > 

37

15
 ( tÝnh chÊt b¾c cÇu) 
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 (Ta  còng cã thÓ lÊy ph©n sè  
31

15
 lµm ph©n sè trung gian). 

b) VÝ dô : So s¸nh 
47

12
  vµ  

17

19
 

 Gi¶i: c¶ hai ph©n sè 
47

12
 vµ 

77

19
 ®Òu xÊp xØ 

4

1
 nªn ta dïng ph©n sè 

4

1
 lµm 

trung gian. 

 Ta cã: 
47

12
 > 

48

12
 = 

4

1
 

  
77

19
 <  

76

19
 = 

4

1
 

 Suy ra  
47

12
  >  

77

19
 

II. Bµi tËp ¸p dông: 
Bµi 1: So s¸nh 

        a)
85

64
 vµ  

81

73
                  b)  

2

1





n

n
 vµ 

3n

n
          ( nN*) 

 Híng dÉn: b) Dïng ph©n sè 
81

64
 (hoÆc 

85

73
) lµm ph©n sè trung gian. 

                     b) dïng ph©n sè 
3

1





n

n
 (hoÆc 

2n

n
) lµm ph©n sè trung gian. 

 Bµi 2: So s¸nh  

        a) 
77

67
 vµ 

83

73
       b) 

461

456
 vµ  

128

123
        c) 

2004.2003

12004.2003 
 vµ 

2005.2004

12005.2004 
 

  Híng dÉn: MÉu cña hai ph©n sè ®Òu h¬n tö cïng mét sè ®¬n vÞ nªn ta sö dông      
so s¸nh "phÇn bï"cña hai ph©n sè tíi ®¬n vÞ . 
 Bµi 3: So s¸nh: 

         a) 
12

11
 vµ 

49

16
                                                      b) 

89

58
 vµ  

53

36
 

  Híng dÉn: a) Hai ph©n sè 
32

11
 vµ 

49

16
 ®Òu xÊp xØ 

3

1
 nªn ta dïng ph©n sè 

3

1
lµm 

trung gian . 

                      b) Hai ph©n sè 
89

58
 vµ 

53

36
 ®Òu xÊp xØ 

3

2
 nªn ta dïng ph©n sè 

3

2
 lµm 

ph©n sè trung gian . 
 Ba× 4: So s¸nh c¸c ph©n sè . 

   A = 
2323.353535

232323.2535
            ;               B =  

3534

3535
           ;           C =  

2322

2323
 

   Híng dÉn :   Rót gän   A  = .......=  1 

                                          B  = 1  +    
3534

1
 

         C  =  1  +  
2322

1
 

                Tõ ®ã suy ra :  A < B < C. 
 Bµi 5:  So s¸nh : 
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        A  =   
52.4426.22

)26.2213.11.(5




           vµ                 B  =   

548137

690138
2

2




 

  Híng dÉn : Rót gän      A  = ......=  
4

5
 = 1 + 

4

1
                                                          

    B  = ......=  
137

138
 = 1 + 

137

1
 

                            V× 
4

1
  > 

137

1
 nªn  A > B 

  Bµi 6: So s¸nh . 

             a)  
57

53
 vµ 

571

531
              ;                 b)  

26

25
  vµ  

26261

25251
 

    Híng dÉn :  

              a) 
57

53
 = 

570

530
  = 1 -  

570

40
     ;               

571

531
 =  1 -  

571

40
 

              b)  
26

25
= 1  + 

26

1
= 1  + 

26260

1010
;      

26261

25251
 = 1 + 

26261

1010
 

 Bµi 7: Cho a , b , m    N* 

      H·y so s¸nh   
mb

ma




  víi  

b

a
. 

  Híng dÉn : Ta xÐt ba trêng hîp 
b

a
 =1  ;     

b

a
 < 1 ;   

b

a
 > 1. 

               a) Trêng hîp : 
b

a
 = 1    a = b th×  

mb

ma




 = 

b

a
 = 1 

               b) Trêng hîp : 
b

a
 < 1  a < b   a + m = b + m 

                     
mb

ma




 = 1  - 

mb

ab




 ;                        

b

a
 =  1 -  

b

ab 
   

               c) Trêng hîp :  
b

a
 > 1  a  > b  a+m > b + m   ......                      Bµi 

8: Cho A =
110

110
;

110

110
11

10

12

11









B . 

         H·y so s¸nh A víi B. 

    Híng dÉn: DÔ thÊy A<1. ¸p dông kÕt qu¶ bµi trªn nÕu 1
b

a
 th× 

b

a

mb

ma





 víi 

m>o. 
Bµi 9:So s¸nh c¸c ph©n sè sau mµ kh«ng cÇn thùc hiÖn c¸c phÐp tÝnh ë mÉu. 

     A = 
54107.53

53107.54




.                                  B = 

135269.134

133269.135




. 

    Híng dÉn: Tö cña ph©n sè A  
          54.107-53 = (53 +1).107 - 53 =... 
                        Tö cña ph©n sè B  
          135.269-133= (134+1).269 - 133=... 
Bµi 10: So s¸nh: 
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 a, (
80

1
)7 víi (

243

1
)6.                                 b, (

8

3
)5 víi (

243

5
)3. 

    Híng dÉn: 

                     a =(
28

77

3

1
)

81

1
()

80

1
  

                          (
30

6

3

1
)

243

1
 . 

                     b, 
15

5

2

243
)

8

3
(       

                         
15

3

3

243
)

243

5
(  . 

                     Chän ph©n sè 
153

243
lµm ph©n sè trung gian ®Ó so s¸nh. 

Bµi 11: Chøng tá r»ng: 
44

1

43

1
...

17

1

16

1

15

1

6

5
. 

    Híng dÉn: 

   Tõ 
45

15

30

15

6

2

6

3

6

5
 . 

                       = )
45

1
...

45

1
()

30

1
....

30

1
(  . 

   Tõ ®ã ta thÊy: 

 (
30

1
...

30

1

30

1

29

1
...

16

1

15

1
 Cã 15 ph©n sè). 

 
45

1
...

45

1

45

1

44

1
...

31

1

30

1
 (Cã 15 ph©n sè). 

   Tõ ®ã suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh. 
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PHÉP CHIA HẾT VÀ CHIA CÓ DƯ 
I- lý thuyÕt cÇn nhí. 

1. §Þnh nghÜa. 

Víi mäi a, bN (b0) ta lu«n t×m ®îc sè tù nhiªn r sao cho 

a = bq + r (0   r < b) 
a lµ sè bÞ chia, b lµ sè chia, q lµ th¬ng, r lµ sè d 
- NÕu r = 0 ta ®îc phÐp chia hÕt, tanãi r»ng a chia hÕt cho b (a:  b), hay a lµ 
béi cña b, hay b chia hÕt a, hay b lµ íc cña a (b/a).  
- NÕu r > 0,ta ®îc phÐp chia cã d, ta nãi r»ng a kh«ng chia hÕt cho b 
(a  :b). 
2. C¸c tÝnh chÊt vÒ phÐp chia hÕt. (10 tÝnh chÊt) 

 1) Sè 0 chia hÕt cho mäi sè b0. 

 2) Sè a chia hÕt cho mäi a0. 
 3) NÕu a: b, b: c th× a c. 
4) NÕu a vµ b cïng chia hÕt cho m th× a+b vµ a-b ®Òu chia hÕt cho m. 
5)  - NÕu mét trong hai sè a vµ b chia hÕt cho m, sè kia kh«ng chia hÕt 
cho m th× a+b vµ a-b ®Òu kh«ng chia hÕt cho m. 
  - NÕu tæng hoÆc hiÖu hai sè chia hÕt cho m vµ mét trong hai sè 
Êy chia hÕt cho m th× sè cßn l¹i còng chia hÕt cho m. 
6) NÕu mét thõa sè cña tÝch chia hÕt cho m th× tÝch chia hÕt cho m. Suy ra a 

 : m th× an : m (nN*). 
 7) NÕu a: m, b: n th× ab :   mn 
     Suy ra nÕu a :   b th× an :   bn. 
8) NÕu mét sè chia hÕt cho hai sè nguyªn tè cïng nhau th× nã chia hÕt cho 
tÝch cña hai sè ®ã. 
9) NÕu tÝch ab chia hÕt cho m, trong ®ã b vµ m lµ hai sè nguyªn tè cïng 
nhau th× a chia hÕt cho m. 
10) NÕu mét tÝch chia hÕt cho sè nguyªn tè p th× tån t¹i mét thõa sè cña tÝch 
chia hÕt cho p. Suy ra nÕu an   p, p lµ ngyªn tè th× a   p. 
3. C¸c dÊu hiÖu chia hÕt. (9 dÊu hiÖu) 
Cho sè tù nhiªn M = anan-1...a2a1a0. 

 1) M   2   a0 0; 2; 4; 6; 8 

 2) M 5   a0 0; 5 

 3) M 3   (an-1  + an-1 +...+ a1 + a0)    3 

 4) M 9   (an-1+ an-1 +...+ a1 + a0)    9 

 5) M 4   a1 a0    4 

 6) M 25   a1 a0  25 

 7) M 8   a2 a1 a0   8 

 8) M 125   a2 a1 a0 125 

 9) M 11   (a0 + a2 +...) - (a1 + a3 +...)   11 

    (a1 + a3 +...) - (a0 + a2 +...) 11 
4. C¸c ph¬ng ph¸p gi¶i c¸c bµi to¸n vÒ chia hÕt.  
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 Cã c¸c ph¬ng ph¸p chÝnh sau: 

      PP 1.§Ó chøng minh A(n) chia hÕt cho mét sè nguyªn tè p,cã thÓ xÐt 

mäi trêng hîp vÒ sè d khi chia n cho p 
VÝ dô1:Chøng minh r»ng A(n)= n(n2-+1)(n2+4) 5 víi mäi sè nguyªn n. 
  Gi¶i:     XÐt mäi trêng hîp: 
Víi n 5 ,râ rµng  A(n) 5 
Víi  n=5k   1   n2= 25k2   10    5   A(n) 5 
Víi  n= 5h  2    n2= 25k2   20k+4    5n2+1 5   A(n) 5 
A(n) lµ tÝch cña ba thõa sè trong mäi trêng hîp ®Òu cã mét thõa sè chia hÕt 
cho 5 vËy  A(n) 5 

   PP 2. .§Ó chøng minh A(n) chia hÕt cho mét hîp sè m,ta ph©n tÝch m ra 

thõa sè.Gi¶ sö m=p.q.NÕu p vµ q lµ sè nguyªn tè,hay p vµ q nguyªn tè cïng 
nhau th× ta t×m c¸ch chøng minh A(n) p vµ A(n) q(tõ ®ã suy ra 
A(n) p.q=m). 
  VÝ dô2:  Chøng minh tÝch cña ba sè nguyªn liªn tiÕp chia hÕt cho 6 
   Gi¶i:     Ta cã A(n) = n(n+1)(n+2) vµ 6=2.3(2 vµ 3 lµ sè nguyªn tè),ta t×m 
c¸ch chøng minh A(n)   2 vµ A(n) 3 
     Trong hai sè tù nhiªn liªn tiÕp bao giê còng cã mét sè chia hÕt cho 2 
vËy A(n)   2  
    Trong ba sè tù nhiªn liªn tiÕp bao giê còng cã mét sè chia hÕt cho 3  
 vËy A(n)   3  
   A(n)   2 vµ A(n) 3 vËy A(n)   2.3=6 
  NÕu q vµ p kh«ng nguyªn tè cïng nhau th× ta ph©n tÝch A(n) ra thõa 
sè,ch¼ng h¹n A(n)=B(n).C(n) vµ t×m c¸ch chøng minh B(n) p vµ C(n) q  
                                  (suy ra  A(n) =B(n).C(n)   p.q = m ) 
VÝ dô 3 Chøng minh r»ng tÝch cña hai sè ch½n liªn tiÕp chia hÕt cho 8 
 Gi¶i:    Gäi sè ch½n ®Çu tiªn lµ 2n,sè ch½n tiÕp theo lµ 2n+2,tÝch cña chóng 
sÏ lµ A(n) = 2n(2n+2) ta cã 8=4.2 vµ A(n) = 2n(2n+2)=4.n(n+1) ®©y lµ tÝch 
cña hai thõa sè mét thõa sè lµ 4 4 vµ thõa sè kia lµ n(n+1) lµ tÝch hai sè tù 
nhiªn liªn tiÕp chia hÕt cho 2  
    V× vËy  A(n) = 2n(2n+2)=4.n(n+1) 2.4 =8 
        

PP 3.§Ó C/M A(n) m, cã thÓ biÕn ®æi A(n) thµnh tæng cña nhiÒu sè h¹ng vµ 

C/M mçi sè h¹ng chia hÕt cho m. 
VÝ dô 4:  Chøng minh r»ng n3-13n 6 víi mäi n thuéc Z 
 Gi¶i:     Ta ph¶i chøng minh A(n) = n3-13n 6 
 Chó ý r»ng 13n=12n+n  mµ 12n 6 ,ta biÕn ®æi A(n) thµnh  
  A(n) = (n3-n)-12n = n(n2-1)-12n=(n-1)n(n+1)-12n 
 Mµ  (n-1)n(n+1) lµ tÝch cña ba sè nguyªn liªn tiÕp nªn (n-1)n(n+1) 6 
         (VÝ dô 2) 
 Vµ 12n 6  
 V× vËy   (n-1)n(n+1)-12n 6 hay A(n) = n3-13n 6 
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 PP 4.§Ó C/M mét tæng kh«ng chia hÕt cho m,cã thÓ chøng minh mét sè 

h¹ng cña tæng kh«ng chia hÕt cho m cßn tÊt c¶ c¸c sè h¹ng cßn l¹i chia hÕt 
cho m 

 vÝ dô 5:  Chøng minh r»ng víi mäi sè n lÎ : 
                 n2+4n+5 kh«ng chia hÕt cho 8 
Gi¶i:  §Æt n=2k+1 (nlÎ) ta cã : 
           n2+4n+5=(2k+1)2 +4(2k+1) +5 
                        = (4k2+4k+1+)+ (8k+4)+5 
                        = (4k2+4k) +(8k+8)+2 
     §©y lµ tæng cña ba sè h¹ng sè h¹ng ®Çu b»ng (4k 2+4k)=4k(k+1) 8 
(vÝ dô 3),Sè h¹ng thø hai chia hÕt cho 8 sè h¹ng thø ba kh«ng chia hÕt cho 8 
vËy tæng trªn kh«ng chia hÕt cho 8 

    PP  5.Ph¬ng ph¸p ph¶n chøng. 

vÝ dô 6: Chøng minh r»ng a2 - 8 kh«ng chia hÕt cho 5 víi aN. 
Gi¶i: Chøng minh b»ng ph¬ng ph¸p ph¶n chøng. 
Gi¶ sö  A(n)=a2 - 8   5,nghÜa lµ A(n) ph¶i cã ch÷ sè tËn cïng lµ 0 hoÆc 5, 
suy ra a2 (lµ mét  sè chÝnh ph¬ng) ph¶i cã chø sè tËn cïng lµ mét trong c¸c 
ch÷ sè  3;8  - V« lý(v× mét sè chÝnh ph¬ng bao giê còng cã c¸c ch÷ sè tËn 
cïng lµ:0;1;4;6;9) 
VËy a2 - 8 kh«ng chia hÕt cho 5. 

    PP 6.Ph¬ng ph¸p qui n¹p. 

  VÝ dô7: Chøng minh r»ng 16n-15n-1225 
 Gi¶i:  
  Víi n=1 th× 16n-15n-1=16-15-1=0 225 
 Gi¶ sö 16k-15k-1 225 
 Ta chøng minh 16k+1-15(k+1)-1 225 
 Thùc vËy: 16k+1-15(k+1)-1=16.16k -15k-15-1 
                                         =(16k-15k-1)+15.16k-15 
  Theo gi¶ thiÕt qui n¹p 16k-15k-1 225 
Cßn 15.16k-15=15(16k-1) 15.15=225 
VËy 16n-15n-1 225 
 PP7 : Nguyªn kÝ Diriclª 
 

  II- Mét sè bµi tËp vÒ phÐp chia hÕt vµ chia cã d. 
Bµi 1: Khi chia sè a cho sè b ta ®îc th¬ng lµ 18 vµ sè d lµ 24. Hái th¬ng 
vµ sè d thay ®æi thÕ nµo nÕu sè bÞ chia vµ sè chia gi¶m ®i 6 lÇn.  
Gi¶i: Theo ®Þnh nghÜa cña phÐp chia vµ theo ®Ò bµi ta cã: 
a = b18 + 24 (1) (b > 24) 
NÕu sè bÞ chia vµ sè chia b gi¶m ®i 6 lÇn th× tõ (1) ta cã:  
a: 6  = (b18 + 24)   6 
  = b18   6 + 24   6 
  = (b   6) 18 + 4  (b   6 > 4) 
VËy nÕu sè bÞ chia vµ sè chia gi¶m ®i 6 lÇn th× th¬ng kh«ng thay ®æi cßn sè 
d gi¶m 6 lÇn. 
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Bµi 2: Khi chia mét sè tù nhiªn a cho 4 ta ®îc sè d lµ 3 cßn khi chia a cho 
9 ta ®îc sè d lµ 5. T×m sè d trong phÐp chia a cho 36.  
Gi¶i: Theo ®Ò bµi ta cã: a = 4q1 + 3 = 9q2 + 5 
(q1 vµ q2 lµ th¬ng trong hai phÐp chia) 
Suy ra a + 13 = 4q1 + 3 + 13 = 4(q1 + 4) (1) 
  a + 13 = 9q2 + 5 + 13 = 9(q2 + 2) (2) 
Tõ (1)(2) ta nhËn thÊy a + 13 lµ béi cña 4 vµ 9 mµ (4; 9) = 1 nªn alµ béi cña 
4.9 = 36. 

Ta cã a + 13 = 36k (kN*) 

 a = 36k - 13 = 36(k - 1) + 23 
VËy a chia hÕt cho 36cã sè d lµ 23. 
Bµi 4: T×m c¸c ch÷ sè x, y, z, ®Ó sè 579xyz chia hÕt cho 5;7 vµ 9.  
Gi¶i: V× c¸c sè 5; 7; 9 ®«i mét nguyªn tè cïng nhau nªn ta ph¶i t×m c¸c ch÷ 
sè x, y, z sao cho 579xyz chia hÕt cho 5.7.9 = 315. 
Ta cã 579xyz= 579000 + xyz = 1838.315 + 30 + xyz 
Suy ra 30 + xyz chia hÕt cho 315 

V× 30  30 + xyz < 1029 nªn: 

NÕu 30 + xyz = 315  xyz = 315 - 30 = 285 

NÕu 30 + xyz = 630  xyz = 630 - 30 = 600 

NÕu 30 + xyz = 945  xyz = 945 - 30 = 915 
VËy  x = 2; y = 8; z = 5 
 x = 6; y = 0; z = 0 
x = 9; y = 1; z = 5 

Bµi 5: T×m nN biÕt 2n + 7 chia hÕt cho n + 1. 
Gi¶i:  

V× (2n + 7)   (n + 1)   2n + 7 - 2(n + 1)   n + 1 

 5   n + 1  n + 1 lµ íc cña 5 

Víi n + 1 = 1  n = 0 

Víi n + 1 = 5  n = 4            
    §¸p sè: n = 0; n = 4 
 
Bµi tËp: 
1.CMR: 
a) 8926-4521 2         ; 20092008-20082009 kh«ng chia hÕt cho 2 
b) 10n -4 3            ; 9.10n+ 18 27 
c) 4110-1 10           ;92n-14 5 
 2.CMR   
     a)  (a2-1)a2 12  víi a >1 
     b)  (n-1)(n+1)n2(n2+1) 60 víi mäi n 

( Sö dông PP 2 ) 

 3 CMR víi mäi n lÎ: 
  a) 4n+15n-1 9 
  b)10n+18n-28 27 
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(Gîi ý: dïng qui n¹p) 
4. T×m sè d trong phÐp chia sau: 
  a)b×nh ph¬ng cña mét sè lÎ cho 8 
  b) 21000 cho 5  
  c) 21000 cho 25    
5.Chøng minh r»ng víi mäi nZ : 
 a) n2-n 2 ;  b)n3-n 3 ; c) n5 -n 5 
(ph©n tÝch thµnh c¸c tÝch vµ ¸p dông PP1) 
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CHUYÊN ĐỀ: TÌM SỐ TẬN CÙNG 
 

Chúng ta xuất phát từ tính chất sau :  

Tính chất 1 :  
a) Các số có chữ số tận cùng là 0, 1, 5, 6 khi nâng lên lũy thừa bậc bất kì thì chữ 

số tận cùng vẫn không thay đổi.  

b) Các số có chữ số tận cùng là 4, 9 khi nâng lên lũy thừa bậc lẻ thì chữ số tận 

cùng vẫn không thay đổi.  

c) Các số có chữ số tận cùng là 3, 7, 9 khi nâng lên lũy thừa bậc 4n (n thuộc N) 

thì chữ số tận cùng là 1.  

d) Các số có chữ số tận cùng là 2, 4, 8 khi nâng lên lũy thừa bậc 4n (n thuộc N) 

thì chữ số tận cùng là 6.  

Việc chứng minh tính chất trên không cÇn thiÕt víi líp 6. Như vậy, muốn tìm chữ 

số tận cùng của số tự nhiên x = a
m
, trước hết ta xác định chữ số tận cùng của a.  

- Nếu chữ số tận cùng của a là 0, 1, 5, 6 thì x cũng có chữ số tận cùng là 0, 1, 5, 

6.  

- Nếu chữ số tận cùng của a là 3, 7, 9, vì a
m
 = a

4n + r
 = a

4n
.a

r
 với r = 0, 1, 2, 3 nên 

từ tính chất 1c => chữ số tận cùng của x chính là chữ số tận cùng của a
r
.  

- Nếu chữ số tận cùng của a là 2, 4, 8, cũng như trường hợp trên, từ tính chất 1d 

=> chữ số tận cùng của x chính là chữ số tận cùng của 6.a
r
.  

Bài toán 1 : Tìm chữ số tận cùng của các số :  

a) 7
99

   b) 14
1414

   c) 4
567

 

Lời giải :  
a) Trước hết, ta tìm số dư của phép chia 99 cho 4 :  

9
9
 - 1 = (9 - 1)(9

8
 + 9

7
 + … + 9 + 1) chia hết cho 4  

=> 99 = 4k + 1 (k thuộc N) => 7
99

 = 7
4k + 1

 = 7
4k

.7  

Do 7
4k

 có chữ số tận cùng là 1 (theo tính chất 1c) => 7
99

 có chữ số tận cùng là 7. 

b) Dễ thấy 14
14

 = 4k (k thuộc N) => theo tính chất 1d thì 14
1414

 = 14
4k

 có chữ số 

tận cùng là 6.  

c) Ta có 5
67

 - 1 chia hết cho 4 => 5
67

 = 4k + 1 (k thuộc N)  

=> 4
567

 = 4
4k + 1

 = 4
4k

.4, theo tính chất 1d, 4
4k

 có chữ số tận cùng là 6 nên 4
567

 có 

chữ số tận cùng là 4.  

Tính chất sau được => từ tính chất 1.  

Tính chất 2 : Một số tự nhiên bất kì, khi nâng lên lũy thừa bậc 4n + 1 (n thuộc 

N) thì chữ số tận cùng vẫn không thay đổi.  

Chữ số tận cùng của một tổng các lũy thừa được xác định bằng cách tính tổng các 

chữ số tận cùng của từng lũy thừa trong tổng.  

Bài toán 2 : Tìm chữ số tận cùng của tổng S = 2
1
 + 3

5
 + 4

9
 + … + 2004

8009
.  

Lời giải :  
Nhận xét : Mọi lũy thừa trong S đều có số mũ khi chia cho 4 thì dư 1 (các lũy 

thừa đều có dạng n
4(n - 2) + 1

, n thuộc {2, 3, …, 2004}).  
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Theo tính chất 2, mọi lũy thừa trong S và các cơ số tương ứng đều có chữ số tận 

cùng giống nhau, bằng chữ số tận cùng của tổng :  

(2 + 3 + … + 9) + 199.(1 + 2 + … + 9) + 1 + 2 + 3 + 4 = 200(1 + 2 + … + 9) + 9 

= 9009.  

Vậy chữ số tận cùng của tổng S là 9.  

Từ tính chất 1 tiếp tục => tính chất 3.  

Tính chất 3 :  
a) Số có chữ số tận cùng là 3 khi nâng lên lũy thừa bậc 4n + 3 sẽ có chữ số tận 

cùng là 7 ; số có chữ số tận cùng là 7 khi nâng lên lũy thừa bậc 4n + 3 sẽ có chữ 

số tận cùng là 3.  

b) Số có chữ số tận cùng là 2 khi nâng lên lũy thừa bậc 4n + 3 sẽ có chữ số tận 

cùng là 8 ; số có chữ số tận cùng là 8 khi nâng lên lũy thừa bậc 4n + 3 sẽ có chữ 

số tận cùng là 2.  

c) Các số có chữ số tận cùng là 0, 1, 4, 5, 6, 9, khi nâng lên lũy thừa bậc 4n + 3 

sẽ không thay đổi chữ số tận cùng.  

Bài toán 3 : Tìm chữ số tận cùng của tổng T = 2
3
 + 3

7
 + 4

11
 + … + 2004

8011
.  

Lời giải :  
Nhận xét : Mọi lũy thừa trong T đều có số mũ khi chia cho 4 thì dư 3 (các lũy 

thừa đều có dạng n
4(n - 2) + 3

, n thuộc {2, 3, …, 2004}).  

Theo tính chất 3 thì 2
3
 có chữ số tận cùng là 8 ; 3

7
 có chữ số tận cùng là 7 ; 4

11
 có 

chữ số tận cùng là 4 ; …  

Như vậy, tổng T có chữ số tận cùng bằng chữ số tận cùng của tổng : (8 + 7 + 4 + 

5 + 6 + 3 + 2 + 9) + 199.(1 + 8 + 7 + 4 + 5 + 6 + 3 + 2 + 9) + 1 + 8 + 7 + 4 = 

200(1 + 8 + 7 + 4 + 5 + 6 + 3 + 2 + 9) + 8 + 7 + 4 = 9019.  

Vậy chữ số tận cùng của tổng T là 9.  

* Trong một số bài toán khác, việc tìm chữ số tận cùng dẫn đến lời giải khá độc 

đáo.  

Bài toán 4 : Tồn tại hay không số tự nhiên n sao cho n
2
 + n + 1 chia hết cho 

1995
2000

.  

Lời giải : 1995
2000

 tận cùng bởi chữ số 5 nên chia hết cho 5. Vì vậy, ta đặt vấn đề 

là liệu n
2
 + n + 1 có chia hết cho 5 không ?  

Ta có n
2
 + n = n(n + 1), là tích của hai số tự nhiên liên tiếp nên chữ số tận cùng 

của n
2
 + n chỉ có thể là 0 ; 2 ; 6 => n

2
 + n + 1 chỉ có thể tận cùng là 1 ; 3 ; 7 => n

2
 

+ n + 1 không chia hết cho 5.  

Vậy không tồn tại số tự nhiên n sao cho n
2
 + n + 1 chia hết cho 1995

2000
.  

Sử dụng tính chất “một số chính phương chỉ có thể tận cùng bởi các chữ số 0 ; 1 

; 4 ; 5 ; 6 ; 9”, ta có thể giải được bài toán sau :  

Bài toán 5 : Chứng minh rằng các tổng sau không thể là số chính phương :  

a) M = 19
k
 + 5

k
 + 1995

k
 + 1996

k
 (với k chẵn)  

b) N = 2004
2004k

 + 2003  

Sử dụng tính chất “một số nguyên tố lớn hơn 5 chỉ có thể tận cùng bởi các chữ số 

1 ; 3 ; 7 ; 9”, ta tiếp tục giải quyết được bài toán :  
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Bài toán 6 : Cho p là số nguyên tố lớn hơn 5. Chứng minh rằng : p
8n

 +3.p
4n

 - 4 

chia hết cho 5.  

* Các bạn hãy giải các bài tập sau :  

Bài 1 : Tìm số dư của các phép chia :  

a) 2
1
 + 3

5
 + 4

9
 + … + 2003

8005
 cho 5  

b) 2
3
 + 3

7
 + 4

11
 + … + 2003

8007
 cho 5  

Bài 2 : Tìm chữ số tận cùng của X, Y :  

X = 2
2
 + 3

6
 + 4

10
 + … + 2004

8010
  

Y = 2
8
 + 3

12
 + 4

16
 + … + 2004

8016
  

Bài 3 : Chứng minh rằng chữ số tận cùng của hai tổng sau giống nhau :  

U = 2
1
 + 3

5
 + 4

9
 + … + 2005

8013
  

V = 2
3
 + 3

7
 + 4

11
 + … + 2005

8015
  

Bài 4 : Chứng minh rằng không tồn tại các số tự nhiên x, y, z thỏa mãn :  

19
x
 + 5

y
 + 1980z = 1975

430
 + 2004.  

* Các bạn thử nghiên cứu các tính chất và phương pháp tìm nhiều hơn một chữ 

số tận cùng của một số tự nhiên, chúng ta sẽ tiếp tục trao đổi về vấn đề này.  

* Tìm hai chữ số tận cùng  

Nhận xét : Nếu x Є N và x = 100k + y, trong đó k ; y Є N thì hai chữ số tận cùng 

của x cũng chính là hai chữ số tận cùng của y.  

Hiển nhiên là y ≤ x. Như vậy, để đơn giản việc tìm hai chữ số tận cùng của số tự 

nhiên x thì thay vào đó ta đi tìm hai chữ số tận cùng của số tự nhiên y (nhỏ hơn).  

Rõ ràng số y càng nhỏ thì việc tìm các chữ số tận cùng của y càng đơn giản hơn.  

Từ nhận xét trên, ta đề xuất phương pháp tìm hai chữ số tận cùng của số tự nhiên 

x = a
m
 như sau :  

Trường hợp 1 : Nếu a chẵn thì x = a
m
   2

m
. Gọi n là số tự nhiên sao cho a

n - 1
   

25.  

Viết m = p
n
 + q (p ; q Є N), trong đó q là số nhỏ nhất để a

q
   4 ta có : 

x = a
m
 = a

q
(a

pn
 - 1) + a

q
.  

Vì a
n - 1

25 => a
pn

 - 1  25. Mặt khác, do (4, 25) = 1 nên a
q
(a

pn
 - 1) 100.  

Vậy hai chữ số tận cùng của am cũng chính là hai chữ số tận cùng của aq. Tiếp 

theo, ta tìm hai chữ số tận cùng của aq.  

Trường hợp 2 : Nếu a lẻ , gọi n là số tự nhiên sao cho a
n - 1

  100.  

Viết m = u
n
 + v (u ; v Є N, 0 ≤ v < n) ta có :  

x = a
m
 = a

v
(a

un
 - 1) + a

v
.  

Vì a
n
 - 1 100 => a

un
 - 1  100.  

Vậy hai chữ số tận cùng của a
m
 cũng chính là hai chữ số tận cùng của a

v
. Tiếp 

theo, ta tìm hai chữ số tận cùng của a
v
.  

Trong cả hai trường hợp trên, chìa khóa để giải được bài toán là chúng ta phải 

tìm được số tự nhiên n. Nếu n càng nhỏ thì q và v càng nhỏ nên sẽ dễ dàng tìm 

hai chữ số tận cùng của a
q
 và a

v
.  

Bài toán 7 :  
Tìm hai chữ số tận cùng của các số :  

a)   a
2003

     b)  7
99
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Lời giải : a) Do 2
2003

 là số chẵn, theo trường hợp 1, ta tìm số tự nhiên n nhỏ nhất 

sao cho 2
n
 - 1 25.  

Ta có 2
10

 = 1024 => 2
10

 + 1 = 1025   25 => 2
20

 - 1 = (2
10

 + 1)(2
10

 - 1)   25 => 

2
3
(2

20
 - 1)   100. Mặt khác : 

2
2003

 = 2
3
(2

2000
 - 1) + 2

3
 = 2

3
((2

20
)

100
 - 1) + 2

3
 = 100k + 8 (k Є N).  

Vậy hai chữ số tận cùng của 2
2003

 là 08.  

b)   Do 7
99

 là số lẻ, theo trường hợp 2, ta tìm số tự nhiên n bé nhất sao cho 7
n
 - 1   

100.  

Ta có 7
4
 = 2401 => 74 - 1   100.  

Mặt khác : 9
9
 - 1   4 => 9

9
 = 4k + 1 (k Є N)  

Vậy 7
99

 = 7
4k + 1

 = 7(7
4k

 - 1) + 7 = 100q + 7 (q Є N) tận cùng bởi hai chữ số 07.  

Bài toán 8 :  
Tìm số dư của phép chia 3

517
 cho 25.  

Lời giải : Trước hết ta tìm hai chữ số tận cùng của 3
517

. Do số này lẻ nên theo 

trường hợp 2, ta phải tìm số tự nhiên n nhỏ nhất sao cho 3
n
 - 1 100.  

Ta có 3
10

 = 9
5
 = 59049 => 3

10
 + 1   50 => 3

20
 - 1 = (3

10
 + 1) (3

10
 - 1)   100.  

Mặt khác : 5
16

 - 1   4 => 5(5
16

 - 1)   20  

=> 5
17

 = 5(5
16

 - 1) + 5 = 20k + 5 =>3
517

 = 3
20k + 5

 = 3
5
(3

20k
 - 1) + 3

5
 = 3

5
(3

20k
 - 1) + 

243, có hai chữ số tận cùng là 43.  

Vậy số dư của phép chia 3
517

 cho 25 là 18.  

Trong trường hợp số đã cho chia hết cho 4 thì ta có thể tìm theo cách gián tiếp.  

Trước tiên, ta tìm số dư của phép chia số đó cho 25, từ đó suy ra các khả năng 

của hai chữ số tận cùng. Cuối cùng, dựa vào giả thiết chia hết cho 4 để chọn giá 

trị đúng.  

Các thí dụ trên cho thấy rằng, nếu a = 2 hoặc a = 3 thì n = 20 ; nếu a = 7 thì n = 4.  

Một câu hỏi đặt ra là : Nếu a bất kì thì n nhỏ nhất là bao nhiêu ? Ta có tính chất 

sau đây (bạn đọc tự chứng minh).  

Tính chất 4 : Nếu a Є N và (a, 5) = 1 thì a
20

 - 1   25.  

Bài toán 9 : Tìm hai chữ số tận cùng của các tổng :  

a) S1 = 1
2002

 + 2
2002

 + 3
2002

 + ... + 2004
2002

  

b) S2 = 1
2003

 + 2
2003

 + 3
2003

 + ... + 2004
2003

  

Lời giải :  
a) Dễ thấy, nếu a chẵn thì a

2
 chia hết cho 4 ; nếu a lẻ thì a

100
 - 1 chia hết cho 4 ; 

nếu a chia hết cho 5 thì a
2
 chia hết cho 25.  

Mặt khác, từ tính chất 4 ta suy ra với mọi a Є N và (a, 5) = 1 ta có a100 - 1   25.  

Vậy với mọi a Є N ta có a
2
(a

100
 - 1)   100.  

Do đó S1 = 1
2002

 + 2
2
(2

2000
 - 1) + ... + 2004

2
(2004

2000
 - 1) + 2

2
 + 3

2
 + ... + 2004

2
.  

Vì thế hai chữ số tận cùng của tổng S1 cũng chính là hai chữ số tận cùng của tổng 

1
2
 + 2

2
 + 3

2
 + ... + 2004

2
. áp dụng công thức :  

1
2
 + 2

2
 + 3

2
 + ... + n

2
 = n(n + 1)(2n + 1)/6  

=>1
2
 + 2

2
 + ... + 2004

2
 = 2005 x 4009 x 334 = 2684707030, tận cùng là 30.  

Vậy hai chữ số tận cùng của tổng S1 là 30.  
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b) Hoàn toàn tương tự như câu a, S2 = 1
2003

 + 2
3
(2

2000
 - 1) + ... + 2004

3
(2004

2000
 - 

1) + 2
3
 + 3

3
 + 2004

3
. Vì thế, hai chữ số tận cùng của tổng S2 cũng chính là hai 

chữ số tận cùng của 1
3
 + 2

3
 + 3

3
 + ... + 2004

3
.  

áp dụng công thức :  

 
=> 1

3
 + 2

3
 + ... + 2004

3
 = (2005 x 1002)

2
 = 4036121180100, tận cùng là 00.  

Vậy hai chữ số tận cùng của tổng S2 là 00.  

Trở lại bài toán 5 (TTT2 số 15), ta thấy rằng có thể sử dụng việc tìm chữ số tận 

cùng để nhận biết một số không phải là số chính phương. Ta cũng có thể nhận 

biết điều đó thông qua việc tìm hai chữ số tận cùng.  

Ta có tính chất sau đây (bạn đọc tự chứng minh).  

Tính chất 5 : Số tự nhiên A không phải là số chính phương nếu :  

+ A có chữ số tận cùng là 2, 3, 7, 8 ;  

+ A có chữ số tận cùng là 6 mà chữ số hàng chục là chữ số chẵn ;  

+ A có chữ số hàng đơn vị khác 6 mà chữ số hàng chục là lẻ ;  

+ A có chữ số hàng đơn vị là 5 mà chữ số hàng chục khác 2 ;  

+ A có hai chữ số tận cùng là lẻ.  

Bài toán 10 : Cho n Є N và n - 1 không chia hết cho 4. Chứng minh rằng 7
n
 + 2 

không thể là số chính phương.  

Lời giải : Do n - 1 không chia hết cho 4 nên n = 4k + r (r Є {0, 2, 3}). Ta có 7
4
 - 

1 = 2400   100. Ta viết 7
n
 + 2 = 7

4k + r
 + 2 = 7

r
(7

4k
 - 1) + 7

r
 + 2.  

Vậy hai chữ số tận cùng của 7
n
 + 2 cũng chính là hai chữ số tận cùng của 7

r
 + 2  

(r = 0, 2, 3) nên chỉ có thể là 03, 51, 45. Theo tính chất 5 thì rõ ràng 7
n
 + 2 không 

thể là số chính phương khi n không chia hết cho 4.  

* Tìm ba chữ số tận cùng  
Nhận xét : Tương tự như trường hợp tìm hai chữ số tận cùng, việc tìm ba chữ số 

tận cùng của số tự nhiên x chính là việc tìm số dư của phép chia x cho 1000.  

Nếu x = 1000k + y, trong đó k ; y Є N thì ba chữ số tận cùng của x cũng chính là 

ba chữ số tận cùng của y (y ≤ x).  

Do 1000 = 8 x 125 mà (8, 125) = 1 nên ta đề xuất phương pháp tìm ba chữ số tận 

cùng của số tự nhiên x = a
m
 như sau :  

Trường hợp 1 : Nếu a chẵn thì x = a
m
   2

m
. Gọi n là số tự nhiên sao cho  

a
n
 - 1125.  

Viết m = p
n
 + q (p ; q Є N), trong đó q là số nhỏ nhất để  a

q
   8 ta có :  

x = a
m
 = a

q
(a

pn
 - 1) + a

q
.  

Vì a
n
 - 1   125 => a

pn
 - 1 125. Mặt khác, do (8, 125) = 1 nên a

q
(a

pn
 - 1)   1000.  

Vậy ba chữ số tận cùng của a
m
 cũng chính là ba chữ số tận cùng của a

q
. Tiếp 

theo, ta tìm ba chữ số tận cùng của a
q
.  

Trường hợp 2 : Nếu a lẻ , gọi n là số tự nhiên sao cho a
n
 - 1   1000.  

Viết m = u
n
 + v (u ; v Є N, 0 ≤ v < n) ta có :  

x = a
m
 = a

v
(a

un
 - 1) + a

v
.  

Vì a
n
 - 1 1000 => a

un
 - 1  1000.  
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Vậy ba chữ số tận cùng của a
m
 cũng chính là ba chữ số tận cùng của a

v
. Tiếp 

theo, ta tìm ba chữ số tận cùng của a
v
.  

Tính chất sau được suy ra từ tính chất 4.  

Tính chất 6 :  
Nếu a Є N và (a, 5) = 1 thì a

100
 - 1 125.  

Chứng minh : Do a
20

 - 1 chia hết cho 25 nên a
20

, a
40

, a
60

, a
80

 khi chia cho 25 có 

cùng số dư là 1  

=>a
20

 + a
40

 + a
60

 + a
80

 + 15.Vậy a
100

 - 1 = (a
20

 - 1)( a
80

 + a
60

 + a
40

 + a
20

 + 1)   125.  

Bài toán 11 :  
Tìm ba chữ số tận cùng của 123

101
.  

Lời giải : Theo tính chất 6, do (123, 5) = 1 => 123
100

 - 1 chia hết cho 125   (1).  

Mặt khác :  

123
100

 - 1 = (123
25

 - 1)(123
25

 + 1)(123
50

 + 1) => 123
100

 - 1 chia hết cho 8   (2).  

Vì (8, 125) = 1, từ (1) và (2) suy ra : 123
100

 - 1 chi hết cho 1000  

=> 123
101

 = 123(123
100

 - 1) + 123 = 1000k + 123 (k ∩ N).  

Vậy 123
101

 có ba chữ số tận cùng là 123.  

Bài toán 12 :  
Tìm ba chữ số tận cùng của 3

399...98
.  

Lời giải : Theo tính chất 6, do (9, 5) = 1 => 9
100

 - 1 chi hết cho 125   (1).  

Tương tự bài 11, ta có 9
100

 - 1 chia hết cho 8   (2).  

Vì (8, 125) = 1, từ (1) và (2) suy ra : 9
100

 - 11000  

=> 3
399...98

 = 9
199...9

 = 9
100p + 99

 = 9
99

(9
100p

 - 1) + 9
99

 = 1000q + 9
99

 (p, q Є N).  

Vậy ba chữ số tận cùng của 3
399...98

 cũng chính là ba chữ số tận cùng của 9
99

.  

Lại vì 9
100

 - 11000 => ba chữ số tận cùng của 9
100

 là 001 mà 9
99

 = 9
100

 : 9 => ba 

chữ số tận cùng của 9
99

 là 889 (dễ kiểm tra chữ số tận cùng của 9
99

 là 9, sau đó 

dựa vào phép nhân   để xác định ).  

Vậy ba chữ số tận cùng của 3
399...98

 là 889.  

Nếu số đã cho chia hết cho 8 thì ta cũng có thể tìm ba chữ số tận cùng một cách 

gián tiếp theo các bước : Tìm dư của phép chia số đó cho 125, từ đó suy ra các 

khả năng của ba chữ số tận cùng, cuối cùng kiểm tra điều kiện chia hết cho 8 để 

chọn giá trị đúng.  

Bài toán 13 :  
Tìm ba chữ số tận cùng của 2004

200
.  

Lời giải : do (2004, 5) = 1 (tính chất 6)  

=> 2004
100

 chia cho 125 dư 1  

=> 2004
200

 = (2004
100

)
2
 chia cho 125 dư 1  

=> 2004
200

 chỉ có thể tận cùng là 126, 251, 376, 501, 626, 751, 876. Do 2004
200

 

chia hết cho 8 nên chỉ có thể tận cùng là 376.  

Từ phương pháp tìm hai và ba chữ số tận cùng đã trình bày, chúng ta có thể mở 

rộng để tìm nhiều hơn ba chữ số tận cùng của một số tự nhiên.  

Sau đây là một số bài tập vận dụng :  

Bài 1 : Chứng minh 1
n
 + 2

n
 + 3

n
 + 4

n
 chia hết cho 5 khi và chỉ khi n không chia 

hết cho 4.  
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Bài 2 : Chứng minh 9
20002003

, 7
20002003

 có chữ số tận cùng giống nhau.  

Bài 3 : Tìm hai chữ số tận cùng của :  

a) 3
999

    b) 11
1213

  

Bài 4 : Tìm hai chữ số tận cùng của :  

S = 2
3
 + 2

23
 + ... + 2

40023
  

Bài 5 : Tìm ba chữ số tận cùng của :  

S = 1
2004

 + 2
2004

 + ... + 2003
2004

  

Bài 6 : Cho (a, 10) = 1. Chứng minh rằng ba chữ số tận cùng của a
101

 cũng bằng 

ba chữ số tận cùng của a.  

Bài 7 : Cho A là một số chẵn không chia hết cho 10. Hãy tìm ba chữ số tận cùng 

của A
200

.  

Bài 8 : Tìm ba chữ số tận cùng của số :  

1993
19941995 ...2000

  

Bài 9 : Tìm sáu chữ số tận cùng của 5
21

.  
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MỘT SỐ PHƯƠNG PHÁP TÌM X, Y NGUYÊN 
 

I/ Ph¬ng ph¸p dïng tÝnh chÊt chia hÕt: 

1/ Ph¬ng ph¸p ph¸t hiÖn tÝnh chia hÕt: 
 VÝ dô 1:  
   3x + 17y = 159   (1) 
Gi¶i: 
 Gi¶ sö x, y lµ c¸c sè nguyªn tho¶ m·n (1). Ta thÊy 159 vµ 3x ®Òu chia hÕt 
cho 3 nªn 17y còng chia hÕt cho 3, do ®ã y chia hÕt cho 3 ( v× 17 vµ 3 nguyªn tè 
cïng nhau) 
 §Æt y = 3t  ( t lµ sè nguyªn). Thay vµo  (1), ta ®îc: 
      3x + 17.3t = 159 
            x + 17t = 53 
          => x =53 - 17t 

                                           Do ®ã 
x 53 17t

y 3t

 



       ( t Z ) 

 §¶o l¹i thay c¸c biÓu thøc cña x vµ y vµo (1)  ®îc nghiÖm ®óng. 
VËy  (1) cã v« sè (x; y) nguyªn ®îc biÓu thÞ bëi c«ng thøc: 

      
x 53 17t

y 3t

 



       ( t Z ) 

2/ Ph¬ng ph¸p ®a vÒ ph¬ng tr×nh íc sè: 
 VÝ dô 2: T×m x,y nguyªn tho¶ m·n :   
   x.y - x - y = 2 
Gi¶i:  
 Ta cã: x.y - x - y = 2   x.( y -1) - y = 2 
          x. (y - 1) - (y - 1) = 3 
          (x -1). (y - 1) = 3 
Do x, y lµ c¸c sè nguyªn nªn x - 1, y - 1 còng lµ c¸c sè nguyªn vµ lµ íc cña 3. Suy 
ra c¸c trêng hîp sau: 

 
x 1 3

y 1 1

 


 
   ;      

x 1 1

y 1 3

 


 
    ;       

x 1 1

y 1 3

  


  
       ;       

x 1 3

y 1 1

  


  
 

Gi¶i c¸c hÖ nµy ta cã c¸c cÆp  : (4; 2),  (2; 4),    (0; -2),    (-2; 0) 
3/ Ph¬ng ph¸p t¸ch ra gi¸ trÞ nguyªn: 
 VÝ dô 3: T×m x,y nguyªn  ë vÝ dô 2 b»ng c¸ch kh¸c 
Gi¶i:  
 Ta cã:     x.y - x - y = 2 
            x.(y-1) = y+2 
 Ta thÊy y 1  ( v× nÕu y=1 th× x.0 = 3 (kh«ng cã gi¸ trÞ x,y nµo tho¶ m·n ) 

Do ®ã x = 
y 2 3

1
y 1 y 1


 

 
 

Do x nguyªn nªn 
3

y 1
 nguyªn. => y-1 lµ íc cña 3 => y-1=3; y-1=-3; y-1=1; y-

1=-1 
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Ta còng cã ®¸p sè nh ë vÝ dô 2 

 

II/ Ph¬ng ph¸p xÐt sè d tõng vÕ: 

 VÝ dô 4: Chøng minh r»ng kh«ng cã x,y nguyªn nµo tho¶ m·n c¸c biÓu thøc 
sau: 
  a/ x2- y2 = 1998 
  b/ x2+ y2 = 1999    
Gi¶i:  
 a/ Ta thÊy x2 ; y2 chia cho 4 chØ cã sè d lµ: 0 ; 1  
 nªn x2 - y2 chia cho 4 cã sè d lµ : 0 ; 1 ; 3 cßn vÕ ph¶i 1998 chia cho 4 d 2. 
VËy biÓu thøc kh«ng cã gi¸ trÞ nguyªn nµo tho¶ m·n. 
 b/ T¬ng tù ta cã x2 + y2 chia cho 4 cã sè d lµ :  0; 1; 2 cßn vÕ ph¶i 1999 
chia cho 4 d 3 
  VËy biÓu thøc kh«ng cã gi¸ trÞ nguyªn nµo tho¶ m·n  
 VÝ dô 5: T×m x,y nguyªn tho¶ m·n :   
   9x + 2 = y2+y   (1) 
Gi¶i:  
 Ta cã ph¬ng tr×nh (1)  9x+2 = y(y+1) 
   Ta thÊy vÕ tr¸i cña ph¬ng tr×nh lµ sè chia cho 3 d 2 nªn y.(y+1) chia cho 3 
còng d 2. 
 ChØ cã thÓ: y = 3k+1;    y+1 = 3k+2  ( k Z ) 
 Khi ®ã: 9x+2 = (3k+1).(3k+2) 
  9x 9k k 1.( )    

  x k k 1.( )    

Thö l¹i:  
x= k.(k+1);   y = 3k+1 tho¶ m·n ph¬ng tr×nh ®· cho. 
VËy ph¬ng tr×nh (1) cã nghiÖm tæng qu¸t:  

     
x k k 1

y 3k 1

.( ) 


 
         k Z  

III/ Ph¬ng ph¸p dïng bÊt ®¼ng thøc: 

1. Ph¬ng ph¸p s¾p thø tù c¸c Èn: 
 VÝ dô 6:  T×m 3 sè nguyªn d¬ng sao cho tæng cña chóng b»ng tÝch cña 
chóng 
Gi¶i: 
 Gäi c¸c sè nguyªn d¬ng ph¶i t×m lµ x, y, z. Ta cã:  x + y + z = x.y.z   (1) 
Do x, y, z cã vai trß nh nhau ë trong ph¬ng tr×nh (1) nªn cã thÓ s¾p thø tù c¸c Èn 
nh sau: 
          1 x y z    

Do ®ã :    x.y.z = x + y +z 3z  
Chia c¶ hai vÕ cho sè d¬ng z ta ®îc:     x.y 3  

Do ®ã:   x.y =  1 2 3; ;  

+Víi x.y =1 => x=1, y=1thay vµo (1)ta ®îc 2 +z = z  lo¹i 
+Víi x.y = 2 =>x=1, y=2 thay vµo (1) ta ®îc x = 3 
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+Víi x.y = 3 =>  x=1, y=3 thay vµo (1) ta ®îc z = 2 lo¹i v× tr¸i víi s¾p xÕp y z  
 VËy ba sè ph¶i t×m lµ 1; 2; 3 
2. Ph¬ng ph¸p xÐt tõng kho¶ng gi¸ trÞ cña Èn: 
 VÝ dô 7: T×m x,y nguyªn tho¶ m·n :   

 
1 1 1

x y 3
   

Gi¶i:  
 Do vai trß b×nh ®¼ng cña x vµ y. Gi¶ sö x y , dïng bÊt ®¼ng thøc ®Ó giíi h¹n 

kho¶ng gi¸ trÞ cña sè nhá y 
Ta cã: 

  
1 1

y 3
y 3
     (1) 

MÆt kh¸c do 
1 1

x y 1
x y

     

Do ®ã  
1 1 1 1 1 2 2 1

3 x y y y y y 3
            nªn y 6    (2) 

Tõ (1) vµ (2) ta cã :  3 y 6   . Do y Z y 4 5 6; ;
    

+Víi y =4  ta ®îc: 
1 1 1

x 12
x 3 4
     

+ Víi y = 5 ta ®îc:  
1 1 1 2

x 3 5 15
     lo¹i v× x kh«ng lµ sè nguyªn 

+ Víi y = 6 ta ®îc:  
1 1 1

x 6
x 3 6
     

VËy c¸c nghiÖm nguyªn d¬ng cña ph¬ng tr×nh lµ: (4; 12), (12; 4) , (6; 6) 
3/ Ph¬ng ph¸p chØ ra nghiÖm nguyªn: 
 VÝ dô 8: T×m sè tù nhiªn x sao cho 2x+3x=5x 

Gi¶i:  
 Chia hai vÕ cho 5x, ta ®îc: 

     
x x

2 3
1

5 5

   
    

   
   (1) 

+Víi x=0  vÕ tr¸i cña  (1) b»ng 2 (lo¹i) 
+ Víi x = 1 th× vÕ tr¸i cña (1)  b»ng 1 ( ®óng) 
+ Víi x 2  th×: 

    
x x

2 2 3 3

5 5 5 5
;

   
    

   
 

 Nªn:  
x x

2 3 2 1
1

5 5 5 5

   
      

   
   ( lo¹i) 

VËy  x = 1 
 

IV/ Ph¬ng ph¸p dïng tÝnh chÊt cña mét sè chÝnh ph¬ng: 

1/Sö dông tÝnh chÊt chia hÕt cña mét sè chÝnh ph¬ng: 
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 C¸c tÝnh chÊt thêng dïng: 
1. sè chÝnh ph¬ng kh«ng tËn cïng b»ng 2, 3, 7, 8 
2. Sè chÝnh ph¬ng chia hÕt cho sè nguyªn tè p th× chia hÕt cho p2 
3. Sè chÝnh ph¬ng chia cho 3 th× cã sè d lµ 0; 1, chia cho 4 cã sè d lµ 

0; 1, chia cho 8 cã sè d lµ  0; 1; 4 
 VÝ dô 11:  
  T×m c¸c sè nguyªn x ®Ó 9x+5 lµ tÝch cña hai sè nguyªn liªn tiÕp 
Gi¶i: 
 Gi¶ sö  9x+5 = n(n+1) víi n nguyªn th×  36x+20 = 4n2+4n 
  => 36x+21= 4n2+4n+1 
  => 3(12x+7) = (2n+1)2        (1) 
Tõ (1) => (2n+1)2 3  , do 3 lµ sè nguyªn tè => (2n+1)2 9  
 MÆt kh¸c ta cã  12x+7 kh«ng chia hÕt cho 3 nªn 3(12x+7) kh«ng chia hÕt 
cho 9 
VËy chøng tá kh«ng tån t¹i sè nguyªn x ®Ó 9x+5 lµ tÝch cña hai sè nguyªn liªn 
tiÕp. 
2/ T¹o ra b×nh ph¬ng ®óng: 
 VÝ dô 12: 
  T×m x,y nguyªn tho¶ m·n : 
    2x2+4x+2 = 21-3y2                (1) 
Gi¶i: 

Ph¬ng tr×nh (1)     
2 22 x 1 3 7 y             (2) 

Ta thÊy vÕ tr¸i chia hÕt cho 2 => 3(7-y2) 22 7 y 2 y      lÎ 

Ta l¹i cã 7-y2 0  (v× vÕ tr¸i 0) nªn chØ cã thÓ y2 = 1. 

Khi ®ã ph¬ng tr×nh (2) cã d¹ng 2(x2+1) = 18  x 1 3 x 4 2;       . 

 C¸c cÆp sè (2; 1), (2; -1), (-4; 1), (-4; -1) tho¶ m·n ph¬ng tr×nh (2) nªn lµ 
nghiÖm cña ph¬ng tr×nh ®· cho. 
3/ XÐt c¸c sè chÝnh ph¬ng liªn tiÕp: 
 HiÓn nhiªn gi÷a hai sè chÝnh ph¬ng liªn tiÕp kh«ng cã sè chÝnh ph¬ng. Do 
®ã víi mäi sè nguyªn a, x ta cã: 

1. Kh«ng tån t¹i x ®Ó a2<x2<(a+1)2 
2. NÕu a2<x2<(a+2)2 th× x2=(a+1)2 

 VÝ dô 13: 
  Chøng minh r»ng víi mäi sè nguyªn k cho tríc kh«ng tån t¹i sè 
nguyªn d¬ng x sao cho x(x+1) = k(k+2) 
Gi¶i: 
 Gi¶ sö x(x+1) = k(k+2) víi k nguyªn, x nguyªn d¬ng.  
Ta cã x2+x = k2+2k   => x2+x+1 = k2+2k+1 = (k+1)2 
Do x>0 nªn x2<x2+x+1 = (k+1)2     (1) 
Còng do x>0 nªn (k+1)2 = x2+x+1 < x2+2x+1 = (x+1)2     (2) 
Tõ (1) vµ (2)  => x2 < (k+1)2 < (x+1)2     V« lÝ. 
VËy kh«ng tån t¹i sè nguyªn d¬ng x ®Ó :   x(x+1) = k(k+2) 
4/ Sö dông tÝnh chÊt " nÕu hai sè nguyªn d¬ng nguyªn tè cïng nhau cã tÝch lµ mét 
sè chÝnh ph¬ng th× mçi sè ®Òu lµ sè chÝnh ph¬ng" 
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VÝ dô 14:  
  T×m x,y nguyªn tho¶ m·n :     xy=z2        (1) 
Gi¶i:  
 Tríc hÕt ta cã thÓ gi¶ sö (x, y, z) = 1. ThËt vËy nÕu bé ba sè x0, y0, z0, tho¶ 
m·n (1) vµ cã ¦CLN b»ng d gi¶ sö x0=dx1; y0=dy1; z0=dz1 cã íc chung b»ng d th× 
sè cßn l¹i còng chia hÕt cho d. 
Ta cã: z2=xy mµ (x;y)=1 nªn x=a2, y=b2 víi a,b nguyªn d¬ng 
    => z2=xy=(ab)2 do ®ã z=ab.  

Nh vËy :  

2

2

x ta

y tb

z tab

 



 

 víi t > 0 

 §¶o l¹i ta thÊy c«ng thøc trªn tho¶ m·n (1). VËy c«ng thøc trªn lµ nghiÖm 
nguyªn d¬ng cña (1) 
5/ Sö dông tÝnh chÊt: " nÕu hai sè nguyªn liªn tiÕp cã tÝch lµ mét sè chÝnh ph¬ng 
th× mét trong hai sè nguyªn liªn tiÕp ®ã b»ng 0 " 
 VÝ dô 15: T×m x,y nguyªn tho¶ m·n : 
    x2+xy+y2=x2y2          (1) 
Gi¶i:  Thªm xy vµo hai vÕ cña ph¬ng tr×nh (1), ta ®îc: x2+2xy+y2=x2y2+xy 

                                                   
2

x y xy xy 1( )          (2) 

  Ta thÊy xy vµ xy+1 lµ hai sè nguyªn liªn tiÕp cã tÝch lµ mét sè chÝnh ph¬ng nªn 
tån t¹i mét sè b»ng 0. 
NÕu xy = 0 tõ (1)  => x2+y2=0 nªn x=y=0 
NÕu xy+1=0  => xy= -1 nªn (x; y)=(1;-1) hoÆc (x;y)=(-1;1). 
Thö c¸c cÆp sè (0;0), (1;-1), (-1;1) ®Òu lµ nghiÖm cña ph¬ng tr×nh (1) 

V/ Ph¬ng ph¸p lïi v« h¹n ( nguyªn t¾c cùc h¹n): 

 VÝ dô 16: T×m x,y nguyªn tho¶ m·n : 
    x3+2y3=4z3      (1) 
Gi¶i: 
 Tõ (1) ta thÊy x 2 , ®Æt x=2x1 víi x1 nguyªn. hay vµo (1) råi chia hai vÕ cho 2 

ta 
®îc 4x3

1+y3=2z3     (2). Tõ (2) ta thÊy y 2 , ®Æt y=2y1 víi y1 nguyªn thay vµo (2) 

råi chia hai vÕ cho 2 ta ®îc: 2x3
1+4y3

1=z3      (3) 
      Tõ (3) ta thÊy z 2  ®Æt z = 2z1 víi z1 nguyªn. Th©y vµo (3) råi chia hai vÕ cho 2, 

ta 
®îc: x1

3+2y1
3= 4z1

3      (4) 
Nh vËy nÕu (x; y; z) lµ nghiÖm cña (1) th× (x1; y1; z1 ) còng lµ nghiÖm cña (1). 
Trong ®ã x = 2x1; y = 2y1; z = 2z1. 
LËp luËn t¬ng tù nh vËy ta ®i ®Õn x, y, z chia hÕt cho 2k víi k N . §iÒu nµy chØ 
x¶y ra khi x = y = z = 0 
VËy ph¬ng tr×nh (1) cã nghiÖm duy nhÊt : x = y = z = 0 
 
 



 

Vuihoc24h – Kênh học tập Online Page 6 
 

 
 
 
 
 
 

C. Bµi tËp: 

Bµi 1: T×m x,y nguyªn > 0  tho¶ m·n : 
  a. 5x-y = 13 
  b .23x+53y= 109 
  c. 12x-5y = 21 
  d. 12x+17y = 41 
Bµi 2: T×m x,y nguyªn > 0 tho¶ m·n : 
  a/ 1+y+y2+y3 = t3 
  b/ 1+y+y2+y3+y4 = t4 
Bµi 3: T×m x,y nguyªn > 0  tho¶ m·n : 
  a/ 5(x+y)+2 = 3xy 
  b/ 2(x+y) = 5xy 
  c/ 3x+7 = y(x-3) 
Bµi 4: T×m x,y nguyªn > 0 tho¶ m·n : 
  5(x+y+z+t)+10 = 2xyzt 
Bµi 5: T×m 12 sè nguyªn d¬ng sao cho tæng cña chóng b»ng tÝch cña chóng 

Bµi 6: Chøng minh r»ng, víi n lµ sè tù nhiªn kh¸c 0.Ýt nhÊt còng cã mét gi¸ trÞ 
trong tËp hîp sè tù nhiªn kh¸c 0 sao cho: 

                          x1+x2+x3+…..+xn= x1x2x3….xn 

 
Bµi 7: T×m x,y nguyªn >0 tho¶ m·n : 

   
xy yz zx

3
z x y
    

Bµi 8: T×m x,y nguyªn >0 tho¶ m·n : 
  a/ 4(x+y+z) = xyz 
  b/ x+y+z+9-xyz = 0 
Bµi 10: Chøng minh ph¬ng tr×nh 2x2-5y2=7 kh«ng cã nghiÖm nguyªn 
Bµi 11: T×m x,y nguyªn >0 tho¶ m·n : 

  2 2 2x y z z 1 2 x y xy( )        

Bµi 12: T×m x,y nguyªn >0 tho¶ m·n : 

  
2 2 2 2

1 1 1 1
1

x y z t
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CHUYÊN ĐỀ 1: ĐOẠN THẲNG. 
 

1. Điểm. Đường thẳng: 

a, Điểm: 

- Điểm là một khái niệm cơ bản của hình học, ta không định nghĩa điểm mà chỉ hình dung 

nó, chẳng hạn bằng một hạt bụi rất nhỏ, một chấm mực trên mặt giấy,... 

- Hai điểm không trùng nhau là hai điểm phân biệt. 

- Bất cứ một hình hình học nào cũng đều là một tập hợp các điểm. Người ta gọi tên điểm 

bằng các chữ cái in hoa. 

b, Đường thẳng: 

- Đường thẳng là một khái niệm cơ bản, ta không định nghĩa mà chỉ hình dung đường 

thẳng qua hình ảnh thực tế như một sợi chỉ căng thẳng, vết bút chì vạch theo cạnh thước,... 

- Đường thẳng cũng là tập hợp các điểm. 

- Đường thẳng không bị giới hạn về cả hai phía. Người ta đặt tên đường thẳng bằng một 

chữ thường, hoặc hai chữ thường, hoặc hai điểm bất kì thuộc đường thẳng. 

c, Quan hệ giữa điểm và đường thẳng: (được diễn tả bằng một trong các cách sau) 

 

 

+ Điểm A thuộc đường thẳng a, kí hiệu 

A  a 

+ Điểm A nằm trên đường thẳng a. 

+ Đường thẳng a chứa điểm A. 

+ Đường thẳng a đi qua điểm A. 

+ Điểm B không thuộc đường thẳng a, kí hiệu 

B  a 

+ Điểm B không nằm trên đường thẳng a. 

+ Đường thẳng a không chứa điểm B. 

+ Đường thẳng a không đi qua điểm B. 

- Khi ba điểm cùng thuộc một đường thẳng, ta nói là ba điểm thẳng hàng. Khi ba điểm 

không cùng thuộc bất kì đường thẳng nào, ta nói chúng không thẳng hàng. 

- Trong 3 điểm thẳng hàng, có một điểm và chỉ một điểm nằm giữa hai điểm còn lại. 

Với 3 điểm thẳng hàng A, B, C ta có thể nói: 

aBA C

 

 + Điểm B nằm giữa hai điểm A và C. 

 + Hai điểm A và B nằm cùng phía đối với điểm C, Hai điểm B và C nằm cùng phía 

đối với điểm A. 

 + Hai điểm A và C nằm khác phía đối với điểm B. 

- Nhận xét: Có một đường thẳng và chỉ một đường thẳng đi qua hai điểm A và B. 

d, Đường thẳng trùng nhau, cắt nhau, song song: 

Hai đường thẳng a, b bất kì có thể: 

 + Trùng nhau: có vô số điểm chung. 

 + Cắt nhau: chỉ có 1 điểm chung - điểm chung đó gọi là giao điểm. 

 + Song song: không có điểm chung nào. 

- Chú ý: 

+ Hai đường thẳng không trùng nhau còn được gọi là hai đường thẳng phân biệt. 

+ Khi có nhiều đường thẳng cắt nhau tại 1 điểm ta nói chúng đồng quy tại điểm đó. 

a

B

A
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 + Khi có nhiều đường thẳng nhưng trong đó không có hai đường thẳng nào song song và 

không có ba đường thẳng nào đồng quy, ta nói các đường thẳng này đôi một cắt nhau hoặc 

cắt nhau từng đôi một. 

2. Tia: 

- Hình gồm điểm O và một phần đường thẳng bị chia ra bởi điểm O được gọi là một tia gốc 

O, còn gọi là một nửa đường thẳng gốc O. 

- Khi đọc (hay viết) tên một tia, phải đọc (hay viết) tên gốc trước. 

- Hai tia chung gốc và tạo thành một đường thẳng gọi là hai tia đối nhau. 

- Chú ý:  

+ Mỗi điểm trên đường thẳng là gốc chung của hai tia đối nhau. 

+ Hai tia Ox, Oy đối nhau. Nếu điểm A thuộc tia Ox và điểm B thuộc tia Oy thì điểm O 

nằm giữa hai  điểm A và B. 

- Hai tia trùng nhau có cùng gốc và có một điểm chung khác gốc. 

- Hai tia không trùng nhau còn được gọi là hai tia phân biệt. 

3. Đoạn thẳng: 

- Đoạn thẳng AB là hình gồm điểm A, điểm B và tất cả các điểm nằm giữa A và B. Các 

điểm A, B gọi là hai mút (hoặc hai đầu) đoạn thẳng AB. 

- Khi hai đoạn thẳng có một điểm chung, ta nói hai đoạn thẳng ấy cắt nhau. 

- Mỗi đoạn thẳng có một độ dài. Độ dài đoạn thẳng là một số dương. Độ dài đoạn thẳng 

AB cũng còn gọi là khoảng cách giữa hai điểm A và B. 

 + Khi hai điểm A và B trùng nhau, ta nói độ dài bằng 0. 

- Hai đoạn thẳng bằng nhau nếu có cùng độ dài. Đoạn thẳng lớn hơn nếu có độ dài lớn hơn. 

- Trên một tia gốc O, với bất kì số m > 0, bao giờ cũng xác định được một điểm M để độ 

dài OM = m. 

- Trên tia Ox, nếu có hai điểm M, N với OM = a, ON = b và 0 < a < b thì điểm M nằm giữa 

hai điểm O và N. 

- Cộng độ dài đoạn thẳng: Nếu điểm M nằm giữa hai điểm A và B thì AM + MB = AB. 

Ngược lại  nếu AM + MB = AB thì điểm M nằm giữa hai điểm A và B 

4. Trung điểm của đoạn thẳng: 

- Là điểm nằm giữa và cách đều hai đầu đoạn thẳng. Trung điểm của đoạn thẳng còn gọi là 

điểm chính giữa của đoạn thẳng. 

Tóm tắt: 
M nam giua 2 diem A, B

M là trung diem doan thang AB 
MA = MB

 

hoặc     M la trung diem cua doan thang AB 
MA = MB

AM MB AB
 

hoặc  
1

M la trung diem cua doan thang AB  AM = BM = 
2

AB  

 

 



PHƯƠNG PHÁP NHÂN NHẨM 

      

 -Áp dụng tính nhẩm nhân hai số, bình phương của một số khi có thể được. 

 - Cơ sở tính toán từ các công thức sau và tương tự: (chú ý các phần “thừa-thiếu”: 

a,b) 

 

* (100 + a)(100 + b) =  100.100 + 100b + 100a + ab 

=  100(100 + a + b) + ab dạng: XY00  + ab 

 

* ( 50 + a )( 50 + b ) =  50.50 + 50b + 50a + ab 

=  50( 50 + a + b) + ab 

=  ab
ba




100
2

50
  dạng: XY00  + ab 

ÁP DỤNG : 

1/. Nhân hai số “gần” 100 

-Vd1:   107.112   (phần thừa của 100 là 7 và 12) 

100+7+12 = 119 

7.12          =  84    kết quả: 11 984 

 -Vd2:   97.88       (so với 100: thiếu 3, thừa 12) 

  88-3     =  85 

 3.12         =  36    kết quả:  8536 

            -Vd3:    94.112     (so với 100: thiếu 6, thừa 12) 

 112-6     =  106 

 6.12        =  72      kết quả:  10600 -72 = 10 528 

      2/. Nhân hai số “gần” 50      *nhớ chia 2 

 - Vd1:   57.53  (so với 50: thừa 7và 3) 

  ( 57+3):2 =  30 

 7.3          =  21    kết quả:  3021 

- Vd2:   36.48 (so với 50: thiếu 14 và 2) 

 (36-2):2  =  17 

 14.2        =  28   kết quả:  1728 

            - Vd3:  37.53  (so với 50: thiếu 13, thừa 3) 

 (37+3):2  =  20 

 13.3        =   39 kết quả:  2000-39 = 1961 

- Vd4:  37.52  (so với 50: thiếu 13, thừa 2) 

 (37+2):2  =  19,5 

 13.2        =  26 kết quả:  1950-26 = 1924 
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