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Vậy tổng các nghiệm cần tìm là: 

 

DẠNG 3. PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT ĐỐI VỚI SINX, COSX: 

Có dạng  trong đó  

Phương pháp giải: 

Chia 2 vế cho  ta được: 

 

Đặt  

. Đây là phương trình lượng giác cơ bản. 

+ Phương trình  có nghiệm khi:  

 

+ Bạn có thể đặt:  

 

Việc đặt thế nào thì tùy từng bài để được lời giải hợp lý nhất. 

Ví dụ 1. Phương trình  với  là tham số vô nghiệm khi: 
A. . B. . C. . D. . 

Lời giải: 

Chọn C. 

+ Ta đi tìm  để phương trình có nghiệm rồi lấy phần bù 
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+ Ta có: Phương trình có nghiệm  

Vậy phương trình  có nghiệm  suy ra phương trình  vô nghiệm khi 

 

Ví dụ 2. Nghiệm của phương trình  là: 

A. . B. . 

C. . D. . 

Lời giải 

Chọn A. 

Phương trình ( chia 2 vế cho ) 

 

Ví dụ 3. Gọi  lần lượt là nghiệm dương nhỏ nhất và nghiệm âm lớn nhất của phương 

trình , ta có:  

A. . B. . C. . D. . 

Lời giải: 

Chọn C. 

+ Điều kiện:  

 

+ Phương trình    
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Kết hợp điều kiện suy ra phương trình có các nghiệm  

Chọn  

Ví dụ 4. Phương trình  có số nghiệm trên  là: 

A. . B. . C. . D. . 

 

Lời giải: 

Chọn D. 

Phương trình  

 

 

 

- TH1: . Chọn  

- TH2: . Chọn  

Vậy phương trình có 5 nghiệm thuộc  

DẠNG 4. PHƯƠNG TRÌNH ĐẲNG CẤP 

Là phương trình dạng  trong đó lũy thừa của  và  cùng bậc 

chẵn hoặc lẻ. 

Phương pháp giải: 
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- Bước 1: Xét Kết luận nghiệm 
- Bước 2: Xét ta chia 2 vế của phương trình cho  là bậc cao nhất) 

đưa về phương trình bậc cao của tanx. 
Ví dụ 1. Nghiệm của phương trình  là: 

A. . B. .  

C. . D. . 

Lời giải: 

Chọn C. 

 

+ Với . Thay vào phương trình luôn đúng 

 là nghiệm của  

+ Với chia 2 vế cho  ta được: 

 

Kết luận: Nghiệm của phương trình  là  

LƯU Ý:  

- Khi nhìn các phương án trả lời của bài này bạn phải chia 2 vế cho  để đưa 

về phương trình bậc 2 theo tan x. 

- Tuy nhiên đối với các phương án trả lời có nghiệm biểu diễn dạng khác. Bạn đọc có 

thể giải theo các cách sau: 

+ Xét  không thỏa mãn phương trình  

+ Với , chia 2 vế cho đưa về phương trình bậc 2 theo . 

Hoặc dùng công thức hạ bậc để đưa về phương trình bậc nhất với sin và cos: 

  

 (đây là phương trình bậc nhất đối với ,  đã học trong phần 
trước) 
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Hoặc   

 (đây là phương trình đẳng cấp bậc 2) 

Ví dụ 2. Tổng  nghiệm âm liên tiếp lớn nhất của phương trình  bằng: 

A.  . B. . C.  . D. . 

Lời giải 

Chọn B. 

Trường hợp 1:   

Với   phương trình  (vô nghiệm). 

Với   phương trình  (vô nghiệm). 

Vậy  không thỏa mãn phương trình. 

Trường hợp 2:  , chia 2 vế cho  ta được: 

Phương trình   

  

  

  

 

Với  . Với  . 

Vậy tổng 2 nghiệm âm lớn nhất là  . 

Nhận xét: Đây là phương trình cùng bậc lẻ do đó có biến đổi sau: 

   

  là phương trình đẳng cấp bậc 3 đối với   ,
 .  

STUDY TIP  

Có thể sử dụng đường tròn lượng giác để xác định nghiệm âm lớn nhất. 
Cách biểu diễn nghiệm trên đường tròn lượng giác: 

 
Đuôi   có  điểm. 

 

  Đuôi có  điểm. 

 

Đuôi  có  điểm. 
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Đuôi   có  

điểm. 

 

Đuôi   có  điểm. 

 

 

 

Ví dụ 3. Phương trình  có số điểm biểu diễn nghiệm trên đường tròn lượng 
giác là: 
A. . B. . C. . D. . 

Lời giải 

Chọn B. 

Điều kiện: . 

Phương trình   

 (*) 

Đến đây ta thấy phương trình (*) có cùng bậc lẻ cao nhất là  , ta chia 2 vế cho 

 (do điều kiện)  

  

  

  

 (TMĐK) 

 Số điểm biểu diễn nghiệm trên đường tròn lượng giác là  . 

STUDY TIP 

Ở đây ta có thể từ phương trình đầu chia ngay cho  sẽ nhanh hơn. Tuy nhiên nó sẽ không 
tự nhiên bởi bạn chưa nhận ra dạng quen thuộc của bài toán. 

 

Ví dụ 4. Số điểm biểu diễn nghiệm của phương trình  ở cung phần tư thứ I 

và thứ III của đường tròn lượng giác là: 
A. . B. . C. . D. . 

Lời giải 

Chọn B. 

 

Điều kiện:  
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Phương trình  (cùng bậc lẻ) 

Chia 2 vế cho  (do điều kiện) 

Phương trình   

  

  

  

   . 

Dựa vào việc biểu diễn nghiệm trên đường tròn lượng giác, ta thấy số điểm biểu 

diễn nghiệm cần tìm là   Đáp án B.  

 

Ví dụ 18. Các nghiệm của phương trình  là: 

A.  . B. . 

C. . D. . 

Lời giải 

Chọn A. 

Điều kiện:   . 

Phương trình   

  

  (*)(đây là phương trình bậc 2) 

Chia 2 vế cho  (do điều kiện) ta được: 

Phương trình (*)   

28sin cos 3 sin cosx x x x  
3cos 0x 

2

2 2

1 1
8 tan 3 tan .

cos cos
x x

x x
  

   2 2 28 tan 3 tan 1 tan 1 tanx x x x    

3 23 tan 7 tan 3 tan 1 0x x x    

 21
tan 3 tan 6 tan 3 0

3
x x x

 
     

 

1
tan

3

tan 3 2

tan 3 2

x

x

x





  


 



 
 

6

arctan 3 2

arctan 3 2

x k

x k

x k









 


   

   


 k 

4 

tan cot 2sin 2 cos 2x x x x  

 4 2

1 1
cot

2 2 2

x k

k

x arc k

 




 


  


  2

1 1
cot

2 2

x k

k

x arc k







 


  




 4 2

1 1
arctan

2 2 2

x k

k

x k

 




 


  


  4 2

1
arctan

4 2

x k

k

x k

 




 


  




sin 0

cos 0

x

x





 

2
x k k


  

sin cos
2sin 2 cos 2

cos sin

x x
x x

x x
   

2 2sin cos 2sin cos sin 2 sin cos cos 2x x x x x x x x   

2 1
1 sin 2 sin 2 cos 2

2
x x x  

2sin 2 0x 

2

1 1
1 cot 2

sin 2 2
x

x
  
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  (TMĐK) 

STUDY TIP (nếu có) 

Với , ta chia luôn 2 vế cho  để khỏi phải chia 2 trường hợp, bài giải sẽ ngắn 

gọn hơn. 

Khi giải mà kết quả nghiệm có   thì chia 2 vế cho  và nếu kết quả nghiệm có 

 thì chia 2 vế cho  . 

 

DẠNG 5. PHƯƠNG TRÌNH ĐỐI XỨNG VỚI  VÀ  . 

Dạng:  trong đó  . 

Phương pháp chung: 

Đặt   (vì  ). 

  . 

Phương trình  (là phương trình bậc 2 theo  ) 

Ví dụ 1. Phương trình  có bao nhiêu nghiệm trên  ? 

A. . B. . C.  . D. . 

Lời giải 

Chọn C. 

 (1) 

Đặt  . 

  . 

Phương trình  (TMĐK) 

2 1
1 cot 2 1 cot 2

2
x x   

cot 2 0

1
cot 2

2

x

x



 


2
2

1
2 cot

2

x k

x arc k







 

 
  


 4 2

1 1
cot

2 2 2

x k

k

x arc k

 




 

 
  




sin 0

cos 0

x

x






2sin 2x

cotarc  2sin x

arctan 2cos 

SINX COSX

 sin cos sin cos (1)a x x b x x c  
, ,

. 0

a b c

a b








sin cos 2 sin
4

t x x x
 

    
 

2; 2t       sin 1;1
4

x x
 

     
 



2 2 2sin cos 2sin cos 1 2sin cost x x x x x x    
2 1

sin cos
2

t
x x


 

 
2 1

1
2

t
at b c


   t

sin cos 1 2 sin cosx x x x    0;2

2 3 4 6

sin cos 1 2sin cosx x x x  

sin cos 2 sin
4

t x x x
 

    
 

2; 2t     

2 2 2sin cos 2sin cos 1 2sin cost x x x x x x    
2 1

sin cos
2

t
x x


 

 
2 1

1 1 2
2

t
t


   2 0

0
1

t
t t

t


     
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Với     . 

Với   

    

Kết luận: phương trình có nghiệm   có 4 nghiệm trên  . 

STUDY TIP 

Có bao nhiêu điểm biễu diễn trên đường tròn lượng giác các nghiệm của phương trình thì 

phương trình đó có bấy nhiêu nghiệm trên  . 

 

Chú ý: Với phương trình:  . 

Đặt   

 (vì  ). 

  . 

Phương trình  (là phương trình bậc 2 theo  ) 

Một số sách gọi phương trình này là phản đối xứng với  ,  . 

Ví dụ 2. Phương trình  có bao nhiêu nghiệm trên  ? 

A.  . B.  . C.  . D. . 

Lời giải 

Chọn C. 

Đặt . Điều kiện: . 

  . 

0t  2 sin 0
4

x
 

   
  4

x k


    
4

x k k


    

1t  2 sin 1
4

x
 

   
 

1
2 sin

4 2
x

 
   

 

2
4 4

3
2

4 4

x k

x k

 


 



  

 
   


2

2
2

x k

x k








  


 k 

4

2

2
2

x k

x k

x k










  





 



  0;2

 0;2

 sin cos sin cos (2)a x x b x x c  

sin cos 2 sin
4

t x x x
 

    
 

2; 2t       sin 1;1
4

x x
 

     
 



2 2 2sin cos 2sin cos 1 2sin cost x x x x x x    
21

sin cos
2

t
x x


 

 
21

1
2

t
at b c


   t

sin x cos x

1 sin cos sin 2 0x x x    0;
2

 
 

1 2 3 4

sin cos 2 sin
4

t x x x
 

    
 

2; 2t    

2 2 2sin cos 2sin cos 1 sin 2t x x x x x     2sin 2 1x t  
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Phương trình  (TMĐK) 

Với     . 

Với   

    

 có 2 nghiệm thuộc  là  và  . 

STUDY TIP  

Dạng:  . 

Đặt   .  . 

Cách 2: Nhận thấy phương trình có  và  có nhân tử chung là 

 nên ta có: 

   

    

    

STUDY TIP  

              .  . 

Ví dụ 3. Tổng các nghiệm của phương trình  trên  là: 

A.  . B.  . C.  . D. . 

Lời giải 

Chọn C. 

 21 1 0t t     2 0
0

1

t
t t

t


      

0t  2 sin 0
4

x
 

   
  4

x k


    
4

x k k


   

1t   2 sin 1
4

x
 

    
 

1
2 sin

4 2
x

 
    

 

2
4 4

5
2

4 4

x k

x k

 


 



   

 
   


2

3
2

2

x k

x k








  


 k 

 0;
2

 
 

0x 
4

x




 sin cos sin cos 0a x x b x x c   

sin cos 2 sin
4

t x x x
 

    
 

2; 2t     

21
sin cos

2

t
x x


 

sin cosx x 1 sin 2x

sin cosx x

1 sin cos sin 2 0x x x     
2

sin cos sin cos 0x x x x    

  sin cos 1 sin cos 0x x x x    
sin cos 0

1 sin cos 0

x x

x x

 
    

2 sin 0
4

1 2 sin 0
4

x

x





  
  

 
  

    
 

sin 0
4

2
sin

4 2

x

x





  
  

 
  

    
 

4

2

3
2

2

x k

x k

x k










 


 


 



 k 

 
2

1 sin 2 sin cosx x x    
2

1 sin 2 sin cosx x x  

sin cos cos sin 1x x x x    0;2

 2 3 4
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 (3)  

Đặt   

 

Với  

 

Suy ra phương trình có 3 nghiệm trên   là  

Vậy tổng 3 nghiệm là   

Ví dụ 4. Có bao nhiêu giá trị nguyên của  để phương trình:  có 

nghiệm. 
A. . B. . C. . D. . 

Lời giải 

Chọn B. 

 

Đặt  

 

Ta đi tìm  để phương trình  có nghiệm  

 có nghiệm  

Xét   trên  

sin cos cos sin 1x x x x  

sin cos 2 sin 0; 2 .
4

t x x x t
            

 
 

2 2
2 2

11 1
1 2sin cos sin cos 3 1 2 3 0

32 2

tt t
t x x x x t t t

t l

 
             

 

2
sin

4 2
1: 2 sin 1

4 2
sin

4 2

x

t x

x







  
   

           
    
  

2
24 4

2 2
4 4 2

2 2
4 4 2

2
2

4 4

x k
x k

x k x k

x k x k

x k
x k

 




  
  

  
 

   
 


   

 
      
   
       
 
      


 0;2
3

; ;
2 2

x x x
 

  

3
3 .

2 2

 
   

m sin 2 2 sin 0
4

x x m
 

    
 

3 4 5 6

sin 2 2 sin 0 sin 2 sin 0
4

x x m x x cosx m
 

         
 

sin 2 sin 2; 2 ,
4

t x cosx x t x
               



2 21 2sin sin 2 1t xcosx x t    

m 21 0t t m    2; 2t    
21 t t m    2; 2t    

  21f t t t   2; 2  
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Suy ra  

Vậy phương trình đã cho có nghiệm  có nghiệm trên  

 mà  

Vậy có 4 giá trị  thỏa mãn. 

STUDY TIP  

Bảng biến thiên 
+)  

                                                              

 

  

 

                                                                

 

+)  

                                                              

 

                                        

 

 

                                                                

 

 

 
5

1 2 , 2; 2
4

f t t         

 m f t  2; 2  

5
1 2;

4
m

 
     

 2; 1;0;1m m    

m

0a 

x


2

b

a




2ax bx c 

4a








0a 

x


2

b

a




2ax bx c  



4a



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Ví dụ 5. Phương trình  có tổng nghiệm âm lớn nhất và nghiệm dương nhỏ 
nhất là: 

A.  . B. . C. . D. . 

Lời giải 

Chọn A. 

 

 

 

Giải   

Giải  

Đặt  

 

 

 

Vậy nghiệm của phương trình là  

Biểu diễn nghiệm này trên vòng tròn lượng giác 

 

ta suy ra nghiệm lớn nhất là  và nghiệm bé nhất là  

Vậy . 

3 3sin 2cos x x cos x 

2

 5

4

 7

2



4




  3 3 2 2 2 2cos sin cos 2 cos sin cos cos sin sin cos sinx x x x x x x x x x x       

      cos sin 1 cos sin cos sin cos sinx x x x x x x x     

 

cos sin 0 (1)

1 cos sin cos sin 2

x x

x x x x

 
 

  

   1 2 sin 0
4 4

x x k k
 


 

        
 



 2 :1 cos sin sin cos 0x x x x   

sin 2 sin 2; 2 ,
4

t x cosx x t x
               



2 21 2sin sin 2 1t xcosx x t    

 
2

21
2 1 0 2 1 0 1

2

t
t t t t


          

 
2

2 sin 1 3
4 2

2

x k

x k
x k








            





 

2
4

2

3
2

2

x k

x k k

x k










  


 


 





1
4

x


  2

3

4
x




1 2
2

x x

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STUDY TIP  

 
Ba biểu thức trên cùng có nhân tử chung là . 

DẠNG IV. MỘT SỐ PHƯƠNG TRÌNH LƯỢNG GIÁC KHÔNG MẪU MỰC 

Ví dụ 1. Sử dụng công thức biến đổi tổng thành tích 
Phương trình  có số điểm biểu diễn trên vòng tròn lượng 

giác là: 

A.  . B. . C. . D. . 

Lời giải 

Chọn D. 

Phương trình  

 

Dựa vào điểm biểu diễn trên vòng tròn lượng giác 

 
Vậy ta có 5 điểm. 

Ví dụ 2. Sử dụng công thức hạ bậc 
Phương trình  không phải là phương trình hệ quả của 

phương trình nào sau đây ? 

A.  . B. . C. . D. . 

Lời giải 

Chọn D. 

  

  

 

3 3

2 2

2

) cos sin cos sin 1 cos sin

) cos sin cos sin cos sin

)1 sin 2 cos sin

x x x x x x

x x x x x x

x x x

    

    

   

cos sinx x

1 cos cos 2 cos3 0x x x   

2 3 4 5

   1 cos cos 2 cos3 0 cos3 cos 1 cos 2 0x x x x x x        

 

 

22 2 cos 2 0 2 2 0

0 2

3 3 3 24 0 0
22 2 2 2 2

3 3
0

2 2 2

cos x x cos x cosx cos x cosx

x k
cosx

x k
x x x x

cosxcos cos cos k k

x k
x x

cos k










 




     

    
   
        
       
 



2 2 2 2sin 3 cos 4 sin 5 cos 6x x x x  

sin 0x  cos 0x  sin9 0x  cos 2 0x 
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Phương trình 

hông 

phải là phương trình hệ quả của phương trình đã cho. 
Chú ý: Bạn đọc có thể giải các phương trình đơn giản ở các phương án rồi thay vào 

phương trình ban đầu để kiểm tra. 

STUDY TIP  

+) Phương trình (1) được gọi là phương trình hệ quả của phương trình (2) nếu tập nghiệm của 
phương trình (1) chứa tập nghiệm của phương trình (2). 

+) . 

 

Ví dụ 3. Sử dụng công thức biến đổi tích thành tổng 
Cho phương trình  số điểm biểu diễn nghiệm của phương 

trình trên đường tròn lượng giác là: 

A.  . B. . C. . D. . 

Lời giải 

 

Chọn C. 

Phương trình  

 

Vậy số điểm biểu diễn nghiệm là 6. 

STUDY TIP  

 

 

   

 

2 2 2 2 1 cos6 1 cos8 1 cos10 1 cos12
sin 3 cos 4 sin 5 cos 6

2 2 2 2

cos12 cos10 cos8 cos6 0 2cos11 cos cos7 cos 0

cos 0

2cos cos11 cos7 0 4cos sin 9 sin 2 0 sin 9 0 cos 2 0

sin 2 0

x x x x
x x x x

x x x x x x x x

x

x x x x x x x x

x

   
      

       


         

 

2 21 cos 2 1 cos 2 1
cos ; sin ; sin cos sin 2

2 2 2

a a
a a a a a

 
  

cos cos5 cos 2 cos 4x x x x

3 4 6 8

   
1 1

cos cos5 cos 2 cos 4 cos6 cos 4 cos6 cos 2
2 2

x x x x x x x x    

 
4 2 2 2

cos 4 cos 2
4 2 2 3 6

3

x k
x x k k

x x x k k
x x k x k


  





             





   

   

   

1
) .cos

2

1
) sin .sin

2

1
) sin .cos sin sin

2

cosa b cos a b cos a b

a b cos a b cos a b

a b a b a b

      

      

      
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Ví dụ 4. Sử dụng công thức nhân ba 
Cho phương trình  có bao nhiêu nghiệm trên  ? 

A.  . B. . C. . D. . 

Lời giải 

Chọn B. 

Phương trình  

 

Mà  

Vậy phương trình có 4 nghiệm thuộc . 

STUDY TIP 

 

Ví dụ 5. Sử dụng công thức các cung có liên quan đặc biệt 

Phương trình  có bao nhiêu nghiệm thuộc 

 ? 

A.  . B. . C. . D. . 

Lời giải 

Chọn B. 

Phương trình  

 

Mà  nên  

cos3 4cos 2 3cos 4 0x x x     0;14

3 4 5 6

 3 24 3cos 4 2 1 3cos 4 0cos x x cos x x      

 3 24 8 0 0
2

cos x cos x cosx x k k


        

   
1 14 1

0;14 0 14 0;1;2;3
2 2 2

x k k k





           

 0;14

3

3

) 3 4 3

) sin 3 3sin 4sin

cos a cos a cosa

a a a

  

  

5 7
sin 2 3cos 1 2sin

2 2
x x x

    
       

   

;3
2




 
 
 

4 5 6 7

sin 2 2 3cos 4 1 2sin
2 2

x x x
 

 
      

             
      

 

2 2

sin 2 3 1 2sin 2 3sin 1 2sin
2 2

1 2sin 3sin 1 2sin 2sin sin 0

sin 0

21
6sin

2 5
2

6

x cos x x cos x x x

x x x x x

x k
x

x k k
x

x k

 









   
            

   

       


 

 
     
 
 

  




;3
2

x



 

 
 

13 5 17
;2 ; ; ;

6 6 6
x

  
 

 
 

 
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Vậy phương trình có 5 nghiệm trên . 

Ví dụ 6. Sử dụng công thức hạ bậc cao 
Cho các phương trình sau:  

                                          

Phương trình không tương đương với một trong các phương trình còn lại là: 

A.  . B. . C. . D. . 

Lời giải 

Chọn C. 

Ta có 

 

Giải :  

Giải :  

Giải :  

Giải :  

 

Vậy phương trình (3) không tương đương với các phương trình còn lại. 

STUDY TIP 

 

 

Ví dụ 7. Biểu diễn tổng của các đại lượng không âm 

;3
2




 
 
 

 

 

 

 

8 8 2

8 8

8 8

8 8

17
1 sin 2

16

17
2 sin

32

97
3 sin

128

1
4 sin 2 2

8

x cos x cos x

x cos x

x cos x

x cos x

 

 

 

 

 1  2  3  4

     
4 4

4 48 8 2 2 4 21 2 1 2 1
sin sin s 2 6 2 1

2 2 8

cos x cos x
x cos x x co x cos x cos x

    
          

   

 1  4 2 2 4 2 21 17 1
2 6 2 1 2 2 2 5 2 2 0 2

8 16 2
cos x cos x cos x cos x cos x cos x        

 2  4 2 4 2 21 17 1
2 6 2 1 4 2 24 2 13 0 2

8 32 2
cos x cos x cos x cos x cos x        

 3  4 2 4 2 21 97 81 3
2 6 2 1 2 2 12 2 0 2

8 128 8 4
cos x cos x cos x cos x cos x        

 4  4 2 4 2 21 1
4 6 4 1 2 4 12 4 0 4 0

8 8
cos x cos x cos x cos x cos x       

 
22 2 1

2cos 2 1 0 cos 2 .
2

x x    

 

   

8 8 4 2

4 4 4 2

1
) sin 2 6 2 1

8

) 1 1 2 12 2

x cos x cos x cos x

t t t t

    

      
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Phương trình  có phương trình tương đương là: 

A. .  B. .  

C. .  D. . 

Lời giải 

Chọn D. 

Phương trình  

 

Lưu ý:  Có thể thử các nghiệm trong các đáp án vào phương trình đã cho nếu thỏa mãn thì 2 phương 

trình tương đương. 

STUDY TIP 

 

 

Ví dụ 8. Đặt ẩn phụ - công thức nhân ba 

Phương trình  có tổng các nghiệm trên  là: 

A. . B. . C. .  D. . 

Lời giải 

Chọn A. 

Đặt  

Phương trình  

 3cos 2 cos6 4 3sin 4sin 1 0x x x x    

cos 0x  sin 3 1 0x  

cos (sin3 1) 0x x   sin 1 0x  

    2 22cos 1 1 2sin 3 4 sin 3 1 0.x x x      

 

2 2

22

3

2cos 2sin 3 4sin3 2 0

cos 2 sin3 1 0

sin 1
cos 0

sin 1 sin 1 sin 1 0.
sin3 1 0

4sin sin3 1 0

x x x

x x

x
x

x x x
x

x x

    

   

 
          
  

   

0 0
0

0 0

A A
A B

B B

  
    

  

3 1 3
sin sin

10 2 2 10 2

x x    
     

   
 0;2

9

5

 9

15

 10

3

 10

6



3 3 3 9
3

10 2 2 10 2 10

x x x
t t t

  
       

    
1 9 1 1

sin sin 3 sin sin 3 sin sin 3
2 10 10 2 2

t t t t t t
 


 

         
 
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Vậy tổng các nghiệm trên  của phương trình là: . 

Ví dụ 9. Đặt ẩn phụ không hoàn toàn 

Phương trình  có các nghiệm là: 

A. . B. . C. D. . 

Lời giải 

Chọn C. 

 

 

Đặt   

Phương trình tương đương  

+ Với  

+ Với  

    (vô nghiệm) 

Kết luận: Vậy nghiệm của phương trình là . 

Nhận xét:  

+ Với phương trình này hoàn toàn có thể giải bằng phương pháp đưa về dạng tích 

 

 

 

 

 

3 2

2

2sin 3sint 4sin t sin 1 4sin t 0

sint 0 ( )

( )1 1
sin t cos 2

64 2

3 3
2 0;2

5 5

14 14
2 0;2

15 15

4 4
2 0;2

15 15

t t

t kt k k

k
t kt

x k x

x k x

x k x






 
 

 
 

 
 

     

    
    
     

  


    


     


     






 0;2
3 14 14 9

5 15 15 5

   
  

 4 2sin sin sin 3 sin 2 0
2 2

x x
x x

 
     

 

2 ; .x k k  ; .x k k   2 1 ; .x k k   ; .
2

x k k


 

 2t sin 0;1 , .
2

x
t x    

 2 1           (1)
t sin 3 t sin 2 0

sin 2(2)

t
x x

t x


        

2 1 cos
t 1 sin 1 1 cos 1 2 (2 k 1) , (k )

2 2

x x
x x k x  


              

2t sin 2 sin sin 2
2

x
x x    

2 2
2 cos 1sin 1 sin 1

sin sin 22 2
sin 12

sin 2 1 sin 2 1

x x
xx

x
x

x x

 
    

      
      

(2k 1) , (k )x   

0
. 0 .

0

A
A B

B


   
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+ Với phương trình  (2)  có thể giải cách khác như sau: 

 , phương trình này vô nghiệm do 

 

STUDY TIP 

 có nghiệm  

 

Ví dụ 10. Phương pháp đánh giá 

Với phương trình  thì: 

A. trên đoạn  phương trình có 1 nghiệm.  

B. trên đoạn  phương trình có 2 nghiệm 

C. trên đoạn  phương trình có 3 nghiệm.  

D. trên đoạn  phương trình có 4nghiệm. 

Lời giải 

Chọn A. 

Ta có   

 

  

Phương trình (*) xảy ra  

+ Giải (I):            

(vô nghiệm) 

+ Giải (II):    

Vậy phương trình ban đầu có 1 nghiệm thuộc  . 

2sin sin 2
2

x
x 

1 cos
(2) sin 2 2sin cos 3

2

x
x x x


      

 
22 22 1 3 .  

asin cosx b x c  2 2 2.a b c  

 
2

3cos 4 cos 2 sin 7 (*)x x x  

 0; 2

 0; 2

 0; 2

 0; 2

3cos 4 3x 

   
222 2cos 2 sin cos 2 sin cos 2 sin 2x x x x x x     

   
2 2

cos 2 sin 4 3cos 4 cos 2 sin 7 x x x x x      

 
2

cos4 1

cos2 1 (I)cos4 1

3cos4 3 sin 1cos2 sin 2(1)

cos4 1 cos4 1cos2 sin 4

cos2 sin 2(2) cos2 1  (II)

sin 1

x

xx

x xx x

x xx x

x x x

x

 


  
                       

 
2 2

2
2cos 2 1 1 cos 2 1

cos 2 1 sin 01 2sin 1
cos 2 1  cos 2 1

sin 1 sin 1sin 1
sin 1 sin 1

x x
x xx

x x
x xx

x x

   
     

         
        

2

2
cos 2 1

cos 2 1 1 2sin 1
cos 2 1 sin 1 2 ( )

sin 1 2sin 1
sin 1

x
x x

x x x k k
x x

x




 
     

           
   



 0; 2



HOC360.NET - TÀI LIỆU HỌC TẬP MIỄN PHÍ 
 
 

 
 

Group: https://www.facebook.com/groups/tailieutieuhocvathcs/ 

Chú ý: Có thể giải phương trình này bằng cách đưa về phương trình bậc 4 với  sẽ tự nhiên 

hơn. Tuy nhiên với ví dụ này tôi muốn minh họa thêm cho các bạn một phương pháp giải khác để 

linh hoạt khi làm bài. 

STUDY TIP 

 

(1) . Mà    

+ suy ra (1) xảy ra khi và chỉ khi  

+ suy ra (1) xảy ra khi và chỉ khi  

Lưu ý:  Đối với phương trình (1) và (2) ta có thể đưa ngay cách giải ngay bằng cách đưa về 

phương trình bậc 2 đối với bằng cách sử dụng công thức . Tuy nhiên một 

số phương trình không đưa về được như vậy. Ví dụ  (bạn đọc tự giải) 

Ví dụ 11. Phương pháp hàm số 

Phương trình  có tổng các nghiệm trong khoảng 

 là: 

A.  . B.  . C.   D. . 

Lời giải 

Chọn C. 

Phương trình   

 

 

Xét hàm số  trên  . 

Với ta xét biểu thức 

 

Suy ra hàm số f(t) đồng biến trên , Suy ra phương trình (1) tuuongw đương  

sin x

cos 2 sin 2 cos 2 sin 2x x x x    
cos 2 1

sin 2 1

x

x




 

cos 2 1 cos 2 1

sin 2 1 sin 1

x x

x x

  
 

    

cos 2 1 cos 2 1

sin 2 1 sin 1

x x

x x

    
 

    

sin x 2cos2 1 2sinx x 

sin sin 5 2x x 

2 2sin 1 2 sin cos 1 (*)
4

x x x
 

     
 

0;
2

 
 
 

0
2



4



3



2 2sin 1 sinx cos cos 1 x x x      

2 2sin 1 sinx cos cos 1 (1)x x x     

2( ) 1f t t t    0;1

 1 2 1 2, 0;1   t t va t t  

  

  

2 2 2 2
1 1 2 21 2 1 2 1 2

2 2
1 2 1 2 1 21 2 1 2

2 2
1 2

2 2
1 2 1 2

1 1( ) ( )

1 1

1 0.
1 1

t t t tf t f t t t t t

t t t t t tt t t t

t t

t t t t

      
   

     


  

   

 0;1



HOC360.NET - TÀI LIỆU HỌC TẬP MIỄN PHÍ 
 
 

 
 

Group: https://www.facebook.com/groups/tailieutieuhocvathcs/ 

 

Vậy phương trình (*) có 1 nghiệm thuộc là   

Lưu ý: Đối với việc chứng minh hàm số đồng biến trên  của hàm số 

 , xét tỉ số  

+ Nếu Hàm số đồng biến trên   

+ Nếu Hàm số nghịch biến trên   

+ Nếu Hàm số không đổi trên  

STUDY TIP 

+ Nếu hàm số đồng biến trên  thì  

   

 

   

 V. Một số phương trình lượng giác đưa về dạng tích 

Ví dụ 1. Phương trình có số nghiệm trên  là:  

 A.  B.  C.  D.  

Lời giải 

 Chọn C. 

 Phương trình   

 

 

Vậy phương trình có 2 nghiệm trên  là và  

 

 (sinx) (cos ) sinx cos tan 1 ,
4

f f x x x x k k


        

0;
2

 
 
 

.
4



 ;a b

 1 2

1 2

, ;
( ),

x x a b
y f x

x x

 
 



1 2

1 2

(x ) (x )f f
m

x x






0m    ; .a b

0m    ; .a b

0   ; .a b

( )y f x  ;a b  1 2, ; :x x a b 

1 2 1 2( ) ( )f x f x x x  

1 2 1 2( ) ( )f x f x x x  

1 2 1 2( ) ( ) .f x f x x x   

sin 4cos 2 sin 2x x x    0;2

0. 1. 2. 4.

sin 4cos 2 2sin cosx x x x   

   

   

sin 1 2cos 2 1 2cos 0

sin 2 1 2cos 0

sin 2( )
sin 2 0

2 ,( )1
1 2cos 0 3cos

2

x x x

x x

x VN
x

x k k
x x




    

   


           





 0;2
3

x



5

.
3

x



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Ví dụ 2. Phương trình  có các nghiệm dạng 
. Với  thì  

là: 

A. 0 . B.  . C.   D. . 

Lời giải 

Chọn D. 

Phương trình   

 

Nghiệm trên biểu diễn trên đường tròn lượng giác ta viết lại các nghiệm phương trình 

là: 

 

Ví dụ 3. Có bao nhiêu giá trị nguyên của để phương trình  có 

nghiệm  

A. 0 . B.  . C.   D. . 

Lời giải 

Chọn B. 

 

Phương trình  

y

5π

3

π

3

O
x

1 cos sin cos 2 sin 2 0x x x x    

1 2 3 42 , 2 , 2 , 2x a k x b k x c k x d k           0 , , , 2a b c d   a b c d  

7

2

 5

4

 9

2



2 21 sin 2 cos sin cos sin 0x x x x x      

      

  

2
cos sin cos sin cos sin cos sin 0

cos sin cos sin 1 cos sin 0

2 sin 0
cos sin 0 4 4

( )
22cos 1 0 1 2cos
32

x x x x x x x x

x x x x x x

x x k
x x

k
x

x kx

 





       

      

   
                   



3 7 2 4 3 7 2 4 9
2  v 2  v 2  v 2  .

4 4 3 3 4 4 3 3 2
x k x k x k x k a b c d

        
                   

a 3 2 2cos 2 cos 2 sin 0x x a x  

0; ?
6

x
 

 
 

1 2 3

3 2 1 cos 2
cos 2 cos 2 0

2

x
x x a


   
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-Giải (1) , các nghiệm này không thuộc . 

-Giải (2) có  

Suy ra phương trình (2) có nghiệm thuộc  

Vậy có 1 giá trị nguyên của là  

Ví dụ 4. Phương trình  nhận các giá trị 

 làm nghiệm thì giá trị  là: 

A.  . B.  . C.   D. . 

Lời giải 

Chọn B. 

Phương trình   

 

2
6

1 7
sin 2

2 6 ( )
1 1 1

cos 4 arccos( )
4 4 4 2

1 1
arccos( )

4 4 2

x k

x x k

k

x x k

x k












  


     

   
     
 


   



  

Vậy 
1

4
m    

STUDY TIP 

 

Ví dụ 5. Phương trình sin 2 2cos cos 2 sinx x x x    là phương trình hệ quả của phương trình: 

A.
1

sin( )
4 2

x


   B. sin 2 0x   C. 
1

sin cos
2

x x   D. 
1

sin cos
2

x x 
 

Lời giải 
Chọn C 

  3 2 2

2

cos 2 1(1)

2cos 2 2cos 2 cos 2 0 cos 2 1 2cos 2 0
cos 2 (2)

2

x

x x a x a x x a a
x


         
  


2 2 ( )x k x k k      0;
6

 
 
 

21 1
0; 2 0; cos 2 1 cos 2 1

6 3 2 4
x x x x

    
           

   

1 1
0; 1 2 .

6 4 2 2

a
a

  
        

 

a 1.

   32sin 1 4cos 4 2sin 4 cos 3x x x x    arccos
2

x m k


 

( )k  m

1

4
m 

1

4


1

16
m 

1

16
m  

    22sin 1 4cos 4 2sin 4 1 sin 3 0x x x x      

     

  

2sin 1 4 cos 4 2sin 1 2sin 1 2sin 0

2sin 1 4 cos 4 1 0.

x x x x x

x x

      

   

  

  

2

2

cos 1 sin 1 sin

sin 1 cos 1 cos

x x x

x x x

  

  
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pt 22sin cos 2cos 2sin sin 1x x x x x        

sin 1

(sin 1)(2cos 2sin 1) 0 1
cos sin

2

x

x x x
x x

 
     
  


 

Lưu ý: Phương trình bậc hai 2 0( 0)at bt c a     có hai nghiệm 1 2,t t thì 
2

1 2( )( )at bt c a t t t t      

VI. MỘT SỐ PHƯƠNG TRÌNH LƯỢNG GIÁC CHỨA ĐIỀU KIỆN 

Ví dụ 1.   Phương trình 
sin 5

1
5sin

x

x
  có số nghiệm là: 

  A. 0 B. 1 C. 2 D. vô số 

Lời giải 
Chọn A 
Điều kiện: sin 0 cos 1x x     

sin 5 5sin 0 sin 5 sin 4sin 0Pt x x x x x        
2cos3 .sin 2 4sin 0 2cos3 .2sin cos 4sin 0x x x x x x x       

sin 0( )

4sin (cos3 cos 1) 0 1
(cos 2 cos 4 ) 1 0

2

x l

x x x
x x


   
   


 

2 2

cos 2 1

cos 2 2cos 2 1 2 0 2cos 2 cos 2 3 0 3
cos 2 ( )

2

x

x x x x
x VN


         
  


 

Với 2cos 2 1 1 2sin 1 sin 0x x x       (loại vì không TMĐK) 
Vậy phương trình đã cho vô nghiệm 

Ví dụ 2.  Phương trình 2 23cot 2 2 sin (2 3 2)cosx x x    có các nghiệm dạng 

2 ; 2 , ,0 ,
2

x k x k k Z


             thì .   bằng: 

A. 
2

12


 B. - 

2

12


 C. 

7

12


 D. 

2

212


 

Lời giải 
Chọn A 
Điều kiện: sin 0 cos 1x x      

2 4 2 2

2 2 2

3cos 2 2 sin 2cos .sin 3 2 cos .sin

3cos (cos 2 sin ) 2sin (cos 2 sin ) 0

Pt x x x x x x

x x x x x x

   

    
  

2 2(cos 2 sin )(3cos 2sin ) 0x x x x     
2

2

2 cos cos 2 0(1)

2cos 3cos 2 0(2)

x x

x x

   
 

  
 

2
cos

(1) 2 ( )2
4

cos 2( )

x
x k k

x VN







     
  

  
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1
cos

(1) 2 ( )2
3

cos 2( )

x
x k k

x VN





     


 

  

Vậy 
2

; ; .
4 3 12

  
        

Ví dụ 3.  Phương trình 
1 1 1

cos sin 2 sin 4x x x
   có tổng các nghiệm trên (0; )  là: 

A. 
6


 B. 

6


 C. 

2

3


 D.   

Lời giải 
Chọn D 

Điều kiện:

cos 0 cos 0 cos 0 sin 1

sin 2 0 sin 0 sin 0 sin 0

sin 4 0 cos 2 0 2 2
sin sin

2 2

x x x x

x x x x

x x
x x

 
      
    

         
          

  

  

   

2 2

2

2

1 1 1

cos 2sin cos 4sin cos cos 2

2sin cos 2 cos 2 1 0

2sin (1 2sin ) 1 2sin 1 0

2sin (1 2sin sin ) 0

sin 1 2sin 0 6
1 5sin1 2sin sin 0 22 6

Pt
x x x x x x

x x x

x x x

x x x

x l x kx l
k

xx x x k







  

   

     

   


                



  

=>có 2 nghiệm trên (0; ) là x=
6


 và x=

5

6


 

Vậy tổng các nghiệm trên (0; )  là: 
5

6 6

 
    

Ví dụ 4.  Phương trình 
sin 2 2cos sin 1

0
tan 3

x x x

x

  



 có bao nhiêu nghiệm trên (0;3 ) ? 

A. 1 B. 2 C. 3 D. 4 

Lời giải 
Chọn B 

Điều kiện:   
cos 0

*
tan 3

x

x




 
  

sin 2 cos 2 sin 1 0 2sin cos sin 2cos 1 0

sin 1 2
2

(2cos 1)(sin 1) 0 1
cos

22
3

Pt x x x x x x x

x x k

x x k
x

x k







         


     

      
      


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Kết hợp điều kiện (*)=>Nghiệm của phương trình là 2
3

x k


   

Vậy có hai nghiệm thuộc (0;3 ) là 
3

x


 và 
7

3
x


  

Ví dụ 5.   Phương trình 
(1 sin cos 2 )sin( )

14 cos
1 tan 2

x x x
x

x


  




 có các nghiệm dạng  

2 ; 2 , ; , ,x k x k k Z                   thì 2 2   là: 

A. 
2

36


 B. 

235

36


 C. 

213

18


 D. 

215

18


 

 

Lời giải 
Chọn C 

Điều kiện:   
cos 0

*
tan 1

x

x


  

  

(1 sin cos 2 ) 2 sin( )
4 cos

sin cos

cos

x x x
Pt x

x x

x


  

 


 

2(1 sin 1 2sin ) 2 sin( )
4 1

2 sin( )
4

x x x

x





   
 



 

  2 2

sin 1

2 sin 2sin 1 2sin sin 1 0 1
sin

2

x

x x x x
x


        
 


 

Kết hợp điều kiện(*) ta có nghiệm của pt là   

2
6

5
2

6

x k

k

x k








  


   


   

2 2 2 2
2 2 25 26 13

36 36 36 18

   
         

Ví dụ 6.  Phương trình  
4 4

4sin 2 cos 2
cos 1

tan tan
4 4

x x
x

x x
 




   
    

   

có số điểm biểu diễn nghiệm trên 

đường tròn lượng giác là:  
 
A. 2 B. 4 C. 6 D. 8 

Lời giải 
Chọn B 

 


