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Ta có  ,  khi  thì  và . 

Mà  sao cho . 

 sao cho . 

Do đó ta có  . Vì hàm số f(x) xác định và liên tục trên R nên liên tục trên 

các đoạn  nên phương trình  có ít nhất ba nghiệm lần lượt 

thuộc các khoảng . Vì f(x) là hàm bậc ba nên nhiều nhất chỉ có ba 

nghiệm. 

Kết luận với  thì phương trình  có đúng ba nghiệm 

phân biệt thỏa . 

Ví dụ 6: Chứng minh rằng phương trình  với  luôn có ít 

nhất một nghiệm âm với mọi giá trị của tham số m. 

LỜI GIẢI 

Đặt . 

Ta có , . Từ 

đó có  (1). Do hàm số xác định và liên tục trên R nên hàm số liên tục 

trên đoạn   (2). 

Từ (1) và (2)  có ít nhất một nghiệm thuộc , . 

Kết luận phương trình  luôn có ít nhất một nghiệm âm với mọi giá trị tham số m. 
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Câu 1:  Cho hàm số  
x 2        x 2

f x ax b      2 x 6

x 4         x 6

  


   
  

  

Với giá trị nào của a, b thì hàm số  f x  liên tục trên R? 

LỜI GIẢI 

Hàm số đã cho liên tục tại mọi x khác 2 và khác 6. Hàm số đã cho liên tục trên R khi và 

chỉ khi hàm số liên tục tại x 2  và x 6.   

+ Tại x 2       
x 2 x 2
lim f x 2 1 0; lim f x 2a b; f 2 0.

  
        

Hàm số liên tục tại x 2  khi và chỉ khi      
x 2 x 2
lim f x lim f x f 2 2a b 0.

  
       

+ Tại      
x 6 x 6

x 6; lim f x 6 4 10; lim f x 6a b; f 6 10.
  

         

Hàm số liên tục tại x 6  khi và chỉ khi      
x 6 x 6
lim f x lim f x f 6 6a b 10.

  
       

Do đó hàm số đã cho liên tục trên R khi và chỉ khi  
5

2a b 0 a
2

6a b 10
b 5.


   

 
    

  

Câu 2: Tìm a, b, c để hàm số sau liên tục trên R:  

sin x                       x
2

f x a sin x b     x
2 2

2 cos x                  x
2

 
 


 

    



 



  

LỜI GIẢI 

Hàm số đã cho liên tục trên các khoảng ; , ; , ; .
2 2 2 2

         
        
     

 Do đó hàm số liên tục 

trên R khi và chỉ khi hàm số liên tục tại các điểm x ,x .
2 2

 
      

+ Tại x
2


   ta có f a b;

2
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x x x x

2 2 2 2

lim f x lim sin x 1; lim f x lim a sin x b a b.
   

           
              
       

          

Hàm số  f x  liên tục tại x
2


   khi và chỉ khi  

x
2

lim f x f a b 1.
2  

  
 

  
       

 
  

+ Tại x ,
2


  ta có f a b;

2

  
  

 
  

       
x x x x

2 2 2 2

lim f x lim 2 cos x 2; lim f x lim a sin x b a b.
   

   
   

         

Hàm số  f x  liên tục tại x
2


  khi và chỉ khi  

x
2

lim f x f a b 2.
2



  
    

 
  

Do đó hàm đã cho liên tục trên R

1
ba b 1 2

a b 2 3
a .

2


    

  
   



  

Câu 3 : Tìm a để các hàm số sau liên tục tại 0x  : 

1).  
x x 2

         x 2
f x 4x 1 3

ax 1                   x 2

  


   
  

  tại 
0

x 2  

2).  
4 2

3 2
0

x 6x 27
     x 3

f x      x 3x 3x x 3
ax 3                     x 3

  
 

     
   

  

3).  
1 x 1 x

     x 0
xf x

4 x
a                 x 0

x 2

   


 
  

 

  tại 
0

x 0  

4).  
3

1 x 1 x
    x 0

xf x
x 3x 1

a       x 0
x 2

   


 
   

 

  tại 
0

x 0  

LỜI GIẢI 
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1).  
x x 2

         x 2
f x 4x 1 3

ax 1                   x 2

  


   
  

  tại 
0

x 2  

Ta có:    0
f x f 2 2a 1     

Ta có:  
  
  

2

x 2 x 2 x 2

x x 2 4x 1 3x x 2
lim f x lim lim

4x 1 3 x x 2 4x 1 9  

    
 

     
 

    
  x 2

x 2 x 1 4x 1 3
lim

4 x 2 x x 2

   


  

  
 x 2

x 1 4x 1 3 9
lim

84 x x 2

  
 

 
 

Để hàm số liên tục tại 
0

x 2  thì    
x 2

9 1
lim f x f 2 2a 1 a .

8 16
       

2).  
4 2

3 2
0

x 6x 27
     x 3

f x      x 3x 3x x 3
ax 3                     x 3

  
 

     
   

  

Ta có:    0
f x f 3 ax 3      

Ta có:  
  

  

3 24 2

3 2 2x 3 x 3 x 3

x 3 x 3x 3x 9x 6x 27
lim f x lim lim

x 3x x 3 x 3 x 1  

    
 

    
  

     

 

3 2
3 2

2 2x 3

3 3. 3 3. 3 9x 3x 3x 9 36
lim

5x 1 3 1

       
   

  
  

Để hàm số liên tục tại 
0

x 3   thì    
x 3

36 17
lim f x f 3 3a 3 a .

5 5


          

3).  
1 x 1 x

     x 0
xf x

4 x
a                 x 0

x 2

   


 
  

 

  tại 
0

x 0 . 

Có  
   x 0 x 0 x 0 x 0

1 x 1 x 1 x 1 x 2x
lim f x lim lim lim

x 1 x 1 x x 1 x 1 x x
      

      
  

     
  

 x 0

2 2 2
lim 1.

21 0 1 01 x 1 x
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Có  
x 0 x 0

4 x 4 0
lim f x lim a a a 2

x 2 0 2  

   
      

  
.  

Để hàm số liên tục tại 
0

x 0  thì    
x 0 x 0
lim f x lim f x 1 a 2 a 3

  
        .  

4).  
3

1 x 1 x
    x 0

xf x
x 3x 1

a       x 0
x 2

   


 
   

 

  tại 
0

x 0 . 

Ta có:  
   x 0 x 0 x 0 x 0

1 x 1 x 1 x 1 x 2x
lim f x lim lim lim

x 1 x 1 x x 1 x 1 x x
      

      
  

     
  

 x 0

2 2 2
lim 1.

21 0 1 01 x 1 x


  
    

    
 

Ta có:  
3

x 0 x 0

x 3x 1 1
lim f x lim a a

x 2 2  

  
    

 
.  

Để hàm số liên tục tại 
0

x 0  thì    
x 0 x 0

1 3
lim f x lim f x 1 a a .

2 2  
          

Câu 4: Định a và b để các hàm số sau liên tục tại 0x : 

1).  
3

2

a                        x 1

x 3x 2
f x      x 1

x 6x 5
b                        x 1

 


 
 

 




   tại 
0

x 1       

2).  
2 2

1                  x a

x a
f x         x a

x a
b 2x          x a

 



 


 



  tại 
0

x a  

LỜI GIẢI 

1).  
3

2

a                        x 1

x 3x 2
f x      x 1

x 6x 5
b                        x 1

 


 
 

 




   tại 
0

x 1  
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Ta có:  
x 1 x 1
lim f x lim a a

  
   (a là hằng số) 

Ta có:  
   
  

2
3

2
x 1 x 1 x 1 x 1

x 1 x 2x 3x 2 x 2 3
lim f x lim lim lim .

x 5 4x 5 x 1x 6x 5      

   
   

  
 

Để hàm số liên tục tại 
0

x 1  thì      
x 1 x 1

3
lim f x lim f x f 1 a b .

4  
         

2).  
2 2

0

1                  x a

x a
f x         x a     x a

x a
b 2x          x a

 



  


 



  

Ta có:    0
f x f a 1    

Ta có:  
  2 2

x a x a x a x a

x a x ax a
lim f x lim lim lim x a 2a.

x a x a      

 
    

 
  

Ta có:  
x a x a
lim f x lim(b 2x) b 2a

  
      

Để hàm số liên tục tại 
0

x a  thì    
x a x a

1
2a 1 a

lim f x lim f x 2
b 2a 1

b 2
  


  

   
   

 . 

Câu 5 : Khảo sát tính liên tục của các hàm số sau : 

a).  
2

3x 1 x 3
          x 1

f x x 1

x x                            x 1

   


  
  

            

b).  
3 2x x 2x 2

   khi x 1
f x x 1

4                           khi  x 1

   
 

  
 

          c).  
 

x 3 3x 1
  x 1

f x x 1

cos x 1               x 1

   


 
  

  

LỜI GIẢI 

a). Tập xác định của f(x) là D    

Với mọi  0
x 1;  , ta có 

0 0

0 0

0x x x x
0

3x 1 x 33x 1 x 3
lim f(x) lim f(x )

x 1 x 1 

    
  

 
. Suy ra hàm số 

f(x) liên tục trên khoảng  1;  (1). 
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Với mọi  0
x ;1  , ta có  

0 0

2 2

0 0 0x x x x
lim f(x) lim x x x x f(x )
 

     . Suy ra hàm số f(x) liên tục trên 

khoảng  ;1  (2). 

Xét tính liên tục của hàm số tại 
0

x 1 . 

  
  x 1 x 1 x 1

3x 1 x 3 3x 1 x 3
lim f x lim lim

x 1 3x 1 x 3 x 1
    

     
 

       x 1

2x 2
lim

3x 1 x 3 x 1





   

x 1

2 2 1
lim .

23x 1 x 3 3.1 1 1 3


  
     

 

    2 2

x 1 x 1
lim f x lim x x 1 1 2.

  
       

 f(1) 2  

Ta có    
x 1 x 1
lim f x lim f x

  
 . Vậy hàm số f(x) không liên tục tại 

0
x 1 . 

  Hàm số không liên tục trên R. 

b).  
3 2x x 2x 2

   khi x 1
f x x 1

3                           khi  x 1

   
 

  
 

 

  Xét tính liên tục của hàm số tại x 1   

Có  f 1 3   

   
   

2
3 2

2

x 1 x 1 x 1

x 1 x 2x x 2x 2
lim lim lim x 2 3

x 1 x 1  

   
   

 
 

Vậy có    
x 1
lim f x f 1 3


    hàm số liên tục tại x 1  (1). 

Với mọi 0x 1  ta có    
0 0

3 23 2
0 0 0

0
x x x x

0

x x 2x 2x x 2x 2
lim f x lim f x

x 1 x 1 

    
   

 
 hàm số liên tục 

 x \ 1   (2). 

Từ (1) và (2) suy ra hàm số liên tục trên  . 
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 c).  
 

x 3 3x 1
  x 1

f x x 1

cos x 1               x 1

   


 
  

 

Tập xác định của f(x) là D    

Với mọi  0
x 1;  , ta có 

0 0

0 0

0x x x x
0

x 3 3x 1x 3 3x 1
lim f(x) lim f(x )

x 1 x 1 

    
  

 
. Suy ra hàm số 

f(x) liên tục trên khoảng  1;  (1). 

Với mọi  0
x ;1  , ta có    

0 0
0 0x x x x

lim f(x) lim cos x 1 cos x 1 f(x )
 

     . Suy ra hàm số f(x) liên tục 

trên khoảng  ;1  (2). 

Xét tính liên tục của hàm số tại 
0

x 1 . 

  
  x 1 x 1 x 1

3x 1 x 3 3x 1 x 3
lim f x lim lim

x 1 3x 1 x 3 x 1
    

     
 

       x 1

2x 2
lim

3x 1 x 3 x 1





   

x 1

2 2 1
lim .

23x 1 x 3 3.1 1 1 3


  
     

 

    2 2

x 1 x 1
lim f x lim x x 1 1 2.

  
       

 f(1) 2  

Ta có    
x 1 x 1
lim f x lim f x

  
 . Vậy hàm số f(x) không liên tục tại 

0
x 1 . 

  Hàm số không liên tục trên R. 

 

 


