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PhÇn V - Bµi tËp tù gi¶i 

1. Chøng minh c¸c bÊt ®¼ng thøc sau: 

a)  
2 2 2x y z xy yz zx      

b)  2 2 2x y z 2xy 2yz 2zx      

c)   2 2 2x y z 3 2(x y z)       

d)   2 2 2 2 2x y z t k x(y z t k)         

e)   
2 2 2

2x y z x y z
( )

3 3

   
  

2. Cho 1 2 3a a a   vµ  1 2 3b b b                        

a) 1 2 1 2 1 1 2 2a a b b a b a b
.

2 2 2

  
  

b) 1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3a a a b b b a b a b a b
.

3 3 3

     
  

¸p dông: 3 3 7 7) 11 11(x y)(x y )(x y 4(x y )       Víi x,y >0 

3Cho a,b,c,d 0  Tho· a c d,  b c+d                   

 Chøng minh:  ab ad bc   

4. Cho a,b,c >0 tho· 2 2 2 5
a b c

3
   .Chøng minh: 

  
1 1 1 1

a b c abc
    

5.Cho 0 a,b,c 1  . Chøng minh r»ng: 

 3 3 3 2 2 22a 2b 2c 3 a b b c c a      . 

6. Chøng minh r»ng:                                       

  a) 2 2 2 2 2 2(a c) (b d) a b c d        
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  b) 2 2

1 1 2

1 x 1 y 1 xy
 

  
 Víi (xy 1)  

7. Cho 0 < a < b < c. Chøng minh r»ng: 

a) 3 2 2 3 2 2 3 2 2a (b c ) b (c a ) c (a b ) 0       

b) 
1 1 1 1 1

b( ) (a c) (a c)( )
a b b a c
       

8. Cho a,b,c lµ ®é dµi 3 c¹nh cña tam gi¸c.Chøng minh r»ng: 

a) 2 2 2a b c 2(ab bc ca)      

b) abc (a b c)(b c a)(c a b)        

c) 3 3 3 2 2 2a b c 2abc a (b c) b (c a) c (a b)          

d) 2 2 2 3 3 3a(b c) b(c a) c(a b) a b c         

e) 2 2 2 2 2 2 4 4 42a b 2b c 2c a a b c 0       

9.  Cho 0 a,b,c,d 1   Chøng minh r»ng:            

 2 2 2 2 2(a b c d) 4(a b c d )        

10. Cho a1, a2 >0 vµ 2 2
1 1 1 2 2 2a c b ,  a b b   .Chøng minh r»ng: 

  ( 2
1 2 1 2 1 2(a a )(c c ) (b b )     

11. Cho a, b, c >0. Chøng minh: 

a b c 3

b c c a a b 2
  

  
 

12.  a,b,c lµ 3 c¹nh cña mét tam gi¸c. Chøng minh: 

a b c
3

b c a a c b a b c
  

     
 

13. Cho a, b, c, d >0 vµ abcd=1. Chøng minh r»ng: 

2 2 2 2a b c d a(b c) b(c d) d(c a) 10           

14. Cho tam gi¸c ABC. LÊy ®iÓm M ë trong tam gi¸c, c¸c ®êng th¼ng AM, BM, 

CM c¾t c¸c c¹nh cña tam gi¸c lÇn lît  A1, B1, C1. Chøng minh r»ng:   
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1 1 1

AM BM CM
6

A M B M C M
    

15. Cho a,b>0 vµ x+y=1. Chøng minh r»ng: 

  2 2

2 3
14

ab a b
 


 

16. Chøng minh ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó c¸c sè a, b, c cïng dÊu lµ   

           ab+bc+ca>0 vµ 
1 1 1

0
ab bc ca

    

17. Chøng minh r»ng kh«ng tån t¹i 3 sè x,y,z ®ång thêi tho· m·n ba bÊt ®¼ng thøc 

sau: x y z ,  y z x ,  z x y       

18. Cho 0<a,b,c<1. Chøng minh r»ng cã Ýt nhÊt mét trong c¸c bÊt ®¼ng thøc sau lµ 

sai: 
1 1 1

a(1 b) ,  b(1 c) ,  c(1 a)
4 4 4

       

19. Cho 4 sè a,b,c,d tho· m·n ®iÒu kiÖn ac 2(b d)   

Chøng minh r»ng cã Ýt nhÊt mét trong c¸c bÊt ®¼ng thøc sau lµ sai: 

2 2a 4b,  c 4d   

20. Chøng minh r»ng mét trong c¸c bÊt ®¼ng thøc sau lµ ®óng:  

2 2 2 2 2 2 2 2 21 1 1
a b (b c) ,  b c (c a) ,  c a (a b)

2 2 2
          

21.  Cho a, b >0 . Chøng minh    

1 a b a b a b
( )

2 1 a 1 b 1 a b 1 a 1 b


   

     
 

22. Cho a, b, c >0 . Chøng minh  

a b c d
A

a b c b c d c d a d a b
   

       
 

Kh«ng lµ sè nguyªn. 

23. Cho a ,b ,c lµ ®é dµi cña 3 c¹nh cña mét tam gi¸c . Chøng minh r»ng:   

a b c
1 2

b c c a a b
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24.Cho n lµ sè nguyªn d¬ng, chøng minh:    

  2

1 1 1
... 1

n n 1 n
   


 

25. Chøng minh r»ng: 

a) 2 2

5 1 1 1
...

11 13 n (n 1) 2
   

 
 Víi n 1   

b) 2

1 1 1 1
...

9 16 (2n 1) 4
   


 Víi n 1  

c) 
1 1

2( n 1 1) 1 ... 2 n 1(n 2)
2 n

          

26. Cho n
2

a (n 1,2,...)
(2n 1)( n n 1)

 
  

  

Chøng minh r»ng: 1 2 n

n
a a ... a

n 2
   


 

27. Cho a>b>0. Chøng minh r»ng: 
1

a 3
b(a b)

 


  

28. Cho a,b,c >0, a+b+c=1. Chøng minh r»ng:  

1 1 1
(1 )(1 )(1 ) 64

a b c
     

29. Cho 1 2 3 4 5a , a  ,a  ,a  , a  >0   

Cã tæng b»ng 1. Chøng minh r»ng: 

1 2 3 4 5

1 1 1 1 1
( 1)( 1)( 1)( 1)( 1) 1024
a a a a a

       

30. Cho h×nh thang ABCD cã AD//BC cã diÖn tÝch S. Gäi E lµ giao ®iÓm cña hai 

®êng chÐo. Chøng minh r»ng ABE

1
S S

4
   

31. Cho a,b,c lµ 3 c¹nh cña tam gi¸c cã chu vi 2p. Chøng minh r»ng:  

p p a p b p c 3p         
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32. Cho 3x-4y =7 .Chøng minh r»ng:  2 23x -4y  7    

Híng dÉn – Gîi ý BT tù gi¶i    

Sö dông ph¬ng ph¸p ®Þnh nghÜa vµ phÐp biÕn ®æi t¬ng ®¬ng 

1. a) 2 2 2(x y) (y z) (z x) 0       

          b) 2(x y z) 0    

          c) 2 2 2(x 1) (y 1) (z 1) 0       

          d) 2 2 2 2x x x x
( y) ( z) ( t) ( k) 0
2 2 2 2
         

          e) 2 2 2(x y) (y z) (z x) 0       

2. Sö dông ph¬ng ph¸p ®Þnh nghÜa vµ phÐp biÕn ®æi t¬ng ®¬ng 

a)  1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 1
(a b a b ) (a a ) (b b ) (a a )(b b ) 0

2 2 2 4
         

b) 1 2 1 2 2 3 2 3 1 3 1 3(a a )(b b ) (a a )(b b ) (a a )(b b ) 0          

  

 

3. Sö dông ph¬ng ph¸p ®Þnh nghÜa vµ phÐp biÕn ®æi t¬ng ®¬ng 

a c d,b d c (a c)(b d) cd        ®iÒu ph¶i chøng minh. 

4. Sö dông ph¬ng ph¸p ®Þnh nghÜa vµ phÐp biÕn ®æi t¬ng ®¬ng 

2 2 2 21 5
(a b c) 0 ac bc ab (a b c ) 1

2 6
            

5. Sö dông ph¬ng ph¸p ®Þnh nghÜa vµ phÐp biÕn ®æi t¬ng ®¬ng 

2 2 2 3 3(1 a )(1 b) 1 a b a b a b         

T¬ng tù: 
2 3 3 2 2 31 b c b c ,1 c a c a      .céng l¹i ®îc ®iÒu ph¶i chøng 

minh 

6. Sö dông ph¬ng ph¸p ®Þnh nghÜa vµ phÐp biÕn ®æi t¬ng ®¬ng 
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a) 2 2 2 2ac bd (a b )(c d )    ®óng 

    b) 2(x y) (xy 1) 0    

7 Sö dông ph¬ng ph¸p ®Þnh nghÜa vµ phÐp biÕn ®æi t¬ng ®¬ng vµ c¸c 

a)(a b)(c a)(c b)(ab bc ca) 0       v× (0 a b c   ); 

    b)(a c)(b c)(b a) 0     

8. Sö dông ph¬ng ph¸p ®Þnh nghÜa vµ phÐp biÕn ®æi t¬ng ®¬ng vµ c¸c 

BÊt ®¼ng thøc trong tam gi¸c. 

a) 2, b2 2a a(b c) b(b c), c c(c a)      céng l¹i ®îc ®iÒu ph¶i chøng minh; 

b) 

2

2

2

(a b c)(b c a) b

(b c a)(c a b) c

(c a b)(a b c) a

    

    

    

 

Nh©n c¸c vÕ bÊt ®¼ng thøc trªn ta ®îc ®iÒu ph¶i chøng minh 

c) ( )( )( ) 0a b c a b c a c b        

d) ( )( )( ) 0a b c b c a a c b        

e) ( )( )( )( ) 0a b c a b c a c b b c a          

9.¸p dông BÊt ®¼ng thøc phô 

¸p dông 2( ) 4x y xy   vµ 2 0 1x x khi x    

10. ¸p dông 2( ) 4x y xy   

11. .¸p dông BÊt ®¼ng thøc phô  

Chia ra 3 bÊt ®¼ng thøc nhá sau ®ã: 

Céng vÕ theo vÕ vµ ¸p dông 
1 1 1

( )( ) 9 ( , , 0)x y z x y z
x y z

       

12. ¸p dông ph¬ng ph¸p ®æi biÕn sè 
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 §Æt , ,x b c a y a c b z a b c          vµ ¸p dông 2
x y

y x
   víi , 0x y   

13. Ta cã 
1

cd
ab

  nªn 2 2 2 2 1
2( ) 2( ) 4a b c d ab cd ab

ab
         

Vµ 
1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 6a b c b c d d c a ab ac bc
ab ac bc

             

14. Gäi 
1 2 3

, , ,S S S S  lÇn lît lµ diÖn tÝch c¸c t©m gi¸c ABC, MBC, MAC, MAB. Ta 

cã: 

1 1 1 2 3

1 1 1 1 1 1

AA S AM AA MA S S S S

AM S AM AM S S

  
      

T¬ng tù cho 
1

BM

BM
vµ 

1

CM

CM
 Sau ®ã ¸p dông 

1
2x

x
   (x > 0). 

15.
2 2 2 2 2 2

2 3 4 3 1 1 1
2( )

2 2 2ab a b ab a b ab ab a b
     

  
 

¸p dông 2( ) 4x y xy   vµ 
1 1 4

( , 0)x y
x y x y
  


 

16. Sö dông ph¬ng ph¸p chøng minh ph¶n chøng 

XÐt hai trêng hîp 

TH1: 0abc   th× a > 0, b > 0, c > 0 

TH2: abc < 0 th× a < 0, b < 0, c < 0. 

17. B×nh ph¬ng hai vÕ cña bÊt ®¨ng thøc ®· cho, chuyÓn vÒ vÕ tr¸i råi nh©n l¹i 

18. 
1 1 1

0 (1 ) ( )
4 2 4

a a a       

19. 2 2 4( ) 2a c b d ac     V« lý 

20. Gi¶ sö 2 2 2 2 2 2 2 2 21 1 1
( ) , ( ) , ( )

2 2 2
a b b c b c c a c a c a          

Céng l¹i ta ®îc: 2 2 2( ) ( ) ( ) 0a b b c c a      , v« lý ! 

21. Sö dông c¸c tÝnh chÊt ®Æc biÖt cña tØ lÖ thøc. 
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,
1 1 1 1

a a b b a b

a a b b a b

 
 

     
  

22. Sö dông c¸c tÝnh chÊt ®Æc biÖt cña tØ lÖ thøc 

.
a a a d

a b c d a b c a b c d


 

       
 t¬ng tù cho c¸c B§T kh¸c råi céng l¹i ta 

®îc: 1 < A < 2 

 

23. T¬ng tù bµi 22: 
a a a a

a b c b c a b c


 

    
 

24. Sö dông ph¬ng ph¸p lµm tréi 

2

2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1
... ... 1

1

n n

n n n n n n n n


         


 

25. Sö dông ph¬ng ph¸p lµm tréi 

 a) 
2 2 2

1 1 1 1 1
( );

( 1) 2 2 1 2 1k k k k k k
  

   
 

      b)
2 2

1 1 1 1 1 1
( );

(2 1) 4 4 1 4 ( 1) 4 1k k k k k k k
   

    
 

      c) 
1 1 1

1 2( 1 )
2 1 2

k k k k
k k k

       


 vµ 

            
1

2( 1 )
1

k k
k

  


 

26. Sö dông ph¬ng ph¸p lµm tréi  

2

2( 1 ) 1 1

14 4 1
k

k k
a

k kk k

 
  

 
 

27. Sö dông B§T Cosi 

 
1 1

( ) 3
( ) ( )

a a b b
b a b b a b

     
 

 

28. Sö dông B§T Cosi  
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4
2

1
1 1 1 4
a b c b c bc

a
a a a a a

 
         

29. Sö dông B§T Cosi 

4
2 3 4 51 2 3 4 5 2 3 4 5

1 1 1 1 1 1 1

41
1 1

a a a aa a a a a a a a a

a a a a a a a

   
         

30. Sö dông B§T Cosi 

ChØ cÇn chøng minh 2 .
ABE CEB AED

S S S  vµ 
4 2 2

4
,

( )
ABE
S x y

S x y

 
 

 
 

                                        víi x = BC, y = AD 

31. Sö dông B§T Bunhiacopsky 

2(1. 1. 1. ) 3p a p b p c p       

32. Sö dông B§T Bunhiacopsky 

2 2 2 249 (3 4 ) ( 3 3 ( 2).2 ) 7(3 4 )x y x y x y       . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


