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PhÇn I -  kiÕn thøc c¬ b¶n 

I . Mét sè bÊt ®¼ng thøc cÇn nhí: 

2 0; 0;a a b b b      

o BÊt ®¼ng thøc C« sy: 

n

n
n aaaa

n

aaaa
....

....
321

321 


 Víi  0ia   

dÊu b»ng x¶y ra khi 1 2 ... na a a    

o BÊt ®¼ng thøc Bunhiacopski: 

    22211
22

2
2
1

22
2

2

2 ............. nnnn xaxaxaxxaaa   

DÊu ®¼ng thøc x¶y ra  <=> 1 2

1 2

.... n

n

a a a

x x x
    

o BÊt ®¼ng thøc Trª- b-sÐp: 

NÕu 








CBA

cba
     

3
.

33

CBAcbacCbBaA 



 

NÕu 








CBA

cba
     

3
.

33

CBAcbacCbBaA 



 

DÊu b»ng x¶y ra khi








CBA

cba
 

II - Mét sè bÊt ®¼ng thøc phô ®· ®îc chøng minh lµ ®óng. 

o xyyx 222   

o xyyx  22  dÊu( = ) khi x = y = 0 

o   xyyx 4
2
  

o 2
a

b

b

a
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o 

2

1 1 4
( , 0)

1
2 ( 0)

1 4
( , 0)

( )

Khi b c
b c b c

b khi x
b

Khi x y
bc b c

  


  

 


 

III  C¸c bÊt ®¼ng thøc trong tam gi¸c 

IV  C¸c  hµm lîng gi¸c th«ng dông 

V  C¸c tÝnh chÊt c¬ b¶n 

TÝnh chÊt 1: a > b <=> b < a 

TÝnh chÊt 2: a > b vµ b > c => a > c 

TÝnh chÊt 3: a > b  <=> a + c > b + c 

HÖ qu¶ :     a > b  <=> a - c > b – c 

         a + c > b  <=>  a > b – c 

TÝnh chÊt 4 : a > c vµ b > d   => a + c > b + d 

a > b vµ c < d   => a - c > b – d 

TÝnh chÊt 5 : a > b vµ  c > 0  =>  ac > bd 

a > b  vµ c < 0  =>  ac < bd 

TÝnh chÊt 6 : a > b > 0  ; c > d > 0  => ac > bd 

a > b > 0  => an > bn 

a > b    <=>  an > bn  víi n lÎ .   

VI  C¸c h»ng ®¼ng thøc ®¸ng nhí 

VII  C¸c  kiÕn thøc vÒ to¹ ®é vec t¬ 

VIII  C¸c kiÕn thøc vÒ tÝnh chÊt cña tØ lÖ thøc: 

            

, ,

, , ,

a a
a b c R

a b a b c

a c a a c c
a b c d R

b d b b d d
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PhÇn II  C¸c ph¬ng ph¸p chøng minh BÊt ®¼ng thøc 

 C¸c ph¬ng ph¸p chøng minh BÊt ®¼ng thøc v« cïng ®a d¹ng ë ®©y t«i xin 

tr×nh bµy nh÷ng d¹ng ph¬ng ph¸p th«ng dông nhÊt nh sau:                    

D¹ng 1  Dùa vµo ®Þnh nghÜa  vµ c¸c phÐp biÕn ®æi t¬ng ®¬ng 

D¹ng 2  Sö dông bÊt ®¼ng thøc Bunhiacopxky vµ c¸c bÊt ®¼ng thøc phô. 

D¹ng 3  Sö dông BÊt ®¼ng thøc Cauchy 

D¹ng 4  Chøng minh b»ng ph¶n chøng 

D¹ng 5  Ph¬ng ph¸p lîng gi¸c 

D¹ng 6  Ph¬ng ph¸p chøng minh qui n¹p 

D¹ng 7  Ph¬ng ph¸p ¸p dông c¸c tÝnh chÊt cña c¸c d·y tØ sè b»ng nhau 

D¹ng 8  Ph¬ng ph¸p dïng tam thøc bËc hai 

D¹ng 9  Ph¬ng ph¸p dïng tÝnh chÊt b¾c cÇu 

D¹ng 10 - Ph¬ng ph¸p dïng c¸c bÊt ®¼ng thøc trong tam gi¸c 

D¹ng 11 Ph¬ng ph¸p ®æi biÕn sè 

D¹ng 12  Ph¬ng ph¸p lµm tréi (chøng minh bÊt ®¼ng thøc cã n sè h¹ng) 
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D¹ng 1- Dùa vµo ®Þnh nghÜa vµ c¸c phÐp biÕn ®æi t¬ng t¬ng ®¬ng 

 

 §©y lµ ph¬ng ph¸p c¬ b¶n nhÊt, dùa vµo c¸c tÝnh chÊt c¬ b¶n cña bÊt ®¼ng 

thøc ®¬n gi¶n ®Ó biÕn ®æi c¸c bÊt ®¼ng thøc phøc t¹p cña ®Ò ra thµnh c¸c bÊt ®¼ng 

thøc ®¬n gi¶n vµ ®óng hoÆc c¸c bÊt ®¼ng thøc ®· ®îc chøng minh lµ ®óng. ë 

phÇn nµy c¸c b¹n chó ý ®Õn c¸c h»ng ®¼ng thøc: 

 2 2 22 ( ) 0a ab b a b      

 
2 2 2 22 2 2 ( ) 0a b c ab ac bc a b c          

Ph¬ng ph¸p: 

 Khi biÕn ®æi t¬ng ®¬ng ta cè g¾ng lµm xuÊt hiÖn c¸c ®iÒu kiÖn ®· cho 

trong gi¶ thiÕt nh»m ¸p dông ®îc ®iÒu kiÖn cña gi¶ thiÕt ®Ó chøng minh 

®îc bÊt ®¼ng thøc ®ã lµ ®óng. 

 ChuyÓn vÕ ®Ó chøng minh bÊt ®¼ng thøc ®ã ( 0; 0; 0; 0 )     

 ChuyÓn vÕ c¸c thõa sè vÒ d¹ng h»ng ®¼ng thøc ®Ó dÓ chøng minh 

 Lµm xuÊt hiÖn c¸c tÝch c¸c thõa sè cã chøa c¸c yÕu tè cña ®Ò bµi ®Ó ta xÐt 

dÊu c¸c thõa sè ®ã 

 Chia nhá tõng vÕ  ®Ó chøng minh sau ®ã céng vÕ theo vÕ c¸c bÊt ®¼ng thøc 

con ®Ó ®îc ®iÒu ph¶i chøng minh. 

Mét sè vÝ dô: 

VÝ dô 1: 

Chøng tá r»ng víi , 0a b   th×: 

              
2( )( ) ( ) (1)ax by bx ay a b xy     

Gi¶i 
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2 2 2 2 2 2

2 2

2

(1) 2

( 2 ) 0

( ) 0

abx a xy b yx bay a xy abxy b xy

ab x y xy

ab x y

      

   

  
 

BÊt ®¼ng thøc lu«n ®óng v× , 0a b  . 

VÝ dô 2: 

Cho 0 a b c    Chøng minh r»ng: 

a b c b c a

b c a a b c
      

Gi¶i 

a b c b c a

b c a a b c
     2 2 2 2 2 21

( )a c b a c b b c c a a b
abc

       

        2 2 2 2 2 21
( ) ( ) ( )a c b c b a a b c b c a

abc
         

   

2 2 2

2

1
( ) ( ) ( )

1
( )( )

1
( )( )( ) 0

c a b ab b a c b a
abc

b a ca cb ab c
abc

b a c b c a
abc

       

    

    

 

V× 0 a b c   . 

VËy 
a b c b c a

b c a a b c
      

VÝ dô 3: 

Víi , , 0a b c   chøng minh: 

1 1 1
2( )

a b c

bc ca ab a b c
      

Gi¶i 
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1 1 1
2( )

a b c

bc ca ab a b c
      

2 2 2

2 2 2

2( ) ( 0)

2 2 2 0

a b c bc ac ba do abc

a b c bc ac ab

      

      
 

2( ) 0a b c      HiÓn nhiªn ®óng. 

VËy 
1 1 1

2( )
a b c

bc ca ab a b c
     . 

VÝ dô 4: Chøng minh r»ng mäi a,b,c,d th× : 

                               
2 2 2 2 1  (1)a b c d a b c d         

Gi¶i 

 

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

(1)       1 ( ) 0

           ( ) ( ) ( ) 1 0

1 1 1 1
          ( ) ( ) ( ) ( ) 0

2 2 2 2

         

         

        

a b c d a b c d

a a b b c c d d

a b c d

 

VËy :         
2 2 2 2 1a b c d a b c d         

VÝ dô 5: Chøng minh r»ng nÕu:  2a b   th× 
3 3 4 4a b a b   (1) 

Gi¶i 

            

4 4 3 3

3 3

(1)      0

          ( 1) ( 1) 0

a b a b

a a b b

    

    
 

3 3

3 3

2 2 2 2

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) 0

         ( 1)( 1) ( 1)( 1) 2 0

         ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) 2 0

a a b b a b a b

a a b b a b

a a a b b b a b

            

         

           
 

 Suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh. 

V×: 
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2 2 2

2 2 2

( 1) 0    ( 1) ( 1) 0

( 1) 0   ( 1) ( 1)

2       2 0

a a a a

b b b b

a b a b

      

     

     
 

Bµi tËp ¸p dung: 

Bµi 1: Cho a + b = 2. Chøng minh r»ng: 
4 4 2a b   

Bµi 2:Chøng minh r»ng víi mäi sè nguyªn d¬ng n ta cã: 

                       
1 1 1

... 2
2 3 2 ( 1)n n
   


 

Bµi 3: Chøng minh m,n,p,q ta ®Òu cã  

        m 2 + n 2 + p 2 + q 2 +1 m(n + p + q +1)   

Bµi 4: Chøng minh r»ng: 
10 10 2 2 8 8 4 4(a b )(a b ) (a b )(a b )      

Bµi 5: Chøng minh bÊt ®¼ng thøc : 

333

22







 


 baba
 Trong ®ã : a > 0 , b > 0 

Bµi 6: Chøng minh r»ng: Víi mäi sè d¬ng a, b, c, d ta cã:  

           
2

dcba

ad

d

dc

c

cb

b

ba

a
22

3

22

3

22

3

22

3 












 

 

D¹ng 2 – Sö dông bÊt ®¼ng thøc Bunhiac«psky vµ c¸c bÊt ®¼ng thøc phô 

§©y lµ ph¬ng ph¸p phæ biÕn nhÊt trong viÖc chøng minh BÊt ®¼ng thøc. Chóng ta 

dùa vµo ®iÒu kiÖn ®· cho ë ®Ò bµi ®Ó ta lùa chän ph¬ng ph¸p cho thÝch hîp. 

Ngoµi ra, ta cÇn ph¶i chó ý ®Õn dÊu cña B§T ®Ó cã thÓ sö dông bÊt ®¼ng thøc nµo 

®Ó chøng minh. Khi ¸p dông c¸c B§T ®· ®îc chøng minh lµ ®óng th× b¹n nªn t¸ch 

nhá B§T cÇn chøng minh ra thµnh c¸c vÕ nhá sau ®ã céng vÕ theo vÕ ®Ó  ®îc 

B§T cÇn chøng minh. 

Mét sè vÝ dô: 
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VÝ dô 1: 

Chøng minh r»ng víi mäi sè thùc d¬ng x,y,z ta cã: 

            

2 2 2

2 2 2

( 3 3

( )( ) 9

xyz x y z x y z

x y z xy yz zx

     


     

Gi¶i 

           

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 23

23

3( ) ( )

3(

3

3

x y z x y z

x y z x y z

x y z xyz

xy yz zx xyz

    

     

   

   

 

Do ®ã ta cã: 

         

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 23

3

3

( ) (( 3 1) )

( )( ) ( )(3

3 1 3 1 1 3 3

3 3 93

xyz x y z x y z xyz x y z

x y z xy yz zx x y z xyz

xyz

xyz

       


     

  
 

 

DÊu “=” x¶y ra khi x=y=z 

 

VÝ dô 2: Chøng minh r»ng:    
2000 2000 20001994 1995 1996  (1)   

Gi¶i 

           2000 2000 20001994 1996 1
(1) ( ) 1 ( ) (1 )

1995 1995 1995
      

Theo bÊt ®¼ng thøc Becnuli ta cã: 

           
2000 20001 2000 1994

(1 ) 1 1 ( )
1995 1995 1995

     

V×:      20002000 1994
1 ( )

1995 1995
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VÝ dô 3: 

 Cho a b 2   Chøng minh r»ng: 4 4a b 2   

Gi¶i 

¸p dông bÊt ®¼ng thøc Bunhiacopxki  cho 4sè 1,1,a,b ta cã: 

                 

2 2 2 2 2

2 2 2

2 2

2 2

(1.a 1.b) (1 1 )(a b )

(a b) 2(a b )

        4 2(a b )

        2 a b

   

   

  

  

 

¸p dông bÊt ®¼ng thøc Bunhiacopxki  cho 4sè 1,1,a2,b2 ta cã: 

 

                   

   

    

  

  

2 2 2 2 4 4

2 2 4 4

4 4

4 4

    (1.a 1.b ) (1 1 )(a b )

2 (a b ) 2(a b )

              4 2(a b )

      a b 2

 

  

VÝ dô 4: Cho a,b,c>0 Chøng minh r»ng:   
1 1 1 9

a b c a b c
  

 
 

Gi¶i 

Ta cã: 

             

1 1 1 a a b b c c
(a b c)( ) 1 1 1

a b c b c a c a b
a b c a b c

                           3 ( ) ( ) ( ) 9
b a a c c b

            

       

 

V× :      
a b

2
b a
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c a
2

a c
b c

2
c b

 

 
 

Nªn:   
a b c a b c

3 ( ) ( ) ( ) 9
b a a c c b

        

VÝ dô 5: Cho 4 sè d¬ng a,b,c,d chøng minh r»ng: 

                             
a b c d

2
b c c d a d a b

   
   

 

Gi¶i 

¸p dông bÊt ®¼ng thøc phô: 

           2

1 1
              (x,y>0)

xy (x y)



 

Ta cã: 

           
2 2

2

a c a(d a) c(b c) a c ad bc
4

b c d a (b c)(d a) (a b c d)

     
  

      
 

T¬ng tù: 

          
2 2

2

b d b d ab cd
4

c d a b (a b c d)

  
 

    
 

Céng vÕ theo vÕ ta cã: 

          
2 2 2 2

2

a b c d a b c d ad bc ab cd
4

b c c d a d a b (a b c d)

      
   

      
 

Ta chøng minh: 

           

2 2 2 2

2

2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

a b c d ad bc ab cd
4 2

(a b c d)

4a b c d ad bc ab cd 2(a b c d)

2a 2b 2c 2d 4ac 4bd 0

(a c) (b d) 0
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Bµi tËp ¸p dông: 

Bµi 1:   Cho x,y,z tho· m·n 
4

x(x 1) y(y 1) z(z 1)
3

       

Chøng minh r»ng:            x y z 4    

Bµi 2: Cho a>b>c>0   vµ 1222  cba .Chøng minh r»ng 

           
3 3 3 1

2

a b c

b c a c a b
  

  
 

Bµi 3: Cho x , y lµ 2 sè thùc tho¶ m·n x2 + y2 = 22 11 xyyx   

           Chøng minh r»ng : 3x + 4y   5 

Bµi 4: Cho a, b, c   0 ; a + b + c = 1 . Chøng minh r»ng: 

6 accbba  

Bµi 5:Cho a, b, c lµ ®é dµi 3 c¹nh mét tam gi¸c, p lµ nöa chu vi.  

Chøng minh r»ng: 

 

3 (1)p p a p b p c p        

Bµi 6: Cho a, b,c lµ 3 sè kh¸c 0. Chøng minh r»ng: 

             

2 2 2

2 2 2

a b c a b c

b c a b c a
    

 

Bµi 7   Cho ba sè 0,, cba .Tho¶ m·n abccabcab   

         Chøng minh r»ng: 

       3
222 222222










ca

ca

bc

bc

ab

ab
   (*) 

D¹ng 3  sö dông bÊt ®¼ng thøc Cauchy 

 

§©y lµ ph¬ng ph¸p chøng minh B§T mµ häc sinh THCS dÔ nhËn d¹ng ®Ó chøng 

minh ®ã lµ sö dông BÊt ®¼ng thøc Cauchy . Ta cÇn ph¶i chó ý ®Õn dÊu cña B§T ®Ó 
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cã thÓ sö dông bÊt ®¼ng thøc nµo ®Ó chøng minh. Khi ¸p dông c¸c B§T ®· ®îc 

chøng minh lµ ®óng th× b¹n nªn t¸ch nhá B§T cÇn chøng minh ra thµnh c¸c vÕ nhá 

sau ®ã céng vÕ theo vÕ ®Ó ®îc B§T cÇn chøng minh. 

VÝ dô 1: Cho 3 sè d¬ng a,b,c chøng minh r»ng: 

                       

3 3 3

3 3 3

a b c a b c

b c a b c a
      

Gi¶i 

VËn dông bÊt ®¼ng thøc C«si, ta cã: 

                     

  

  

3 3

3 3

3 3

3 3

a a a
1 3  (1)

bb b

b b b
1 3  (2)

cc c

 

                         
3 3

3 3

c c c
1 3  (3)

aa a
 

Céng vÕ theo vÕ (1) (2) vµ (3) ta cã: 

         

3 3 3

3 3 3

a b c a b c a b c
2( ) 3 2( )

b c a b c a b c a

a b c
                                2( ) 3

b c a

        

   

 

VËy:    
3 3 3

3 3 3

a b c a b c

b c a b c a
      

VÝ dô 2: Cho a,b,c >0 tho¶ m·n 
1 1 1

2
1 a 1 b 1 c

  
  

 

Chøng minh r»ng:         
1

abc
8

  

Gi¶i 
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Ta cã:          
1 1 1 b c

1 1
1 a 1 b 1 c 1 b 1 c

     
    

 

¸p dông bÊt ®¼ng thøc C«si: 

                     


  


  

1 bc
2

1 a (1 b)(1 c)

1 ac
2

1 a (1 a)(1 c)

 

                         
  

1 ab
2

1 c (1 a)(1 b)
 

Nh©n l¹i ta ®îc: 
1 8abc

(1 a)(1 b)(1 c) (1 a)(1 b)(1 c)


     
 

                            
1

abc
8

   

VÝ dô 3: Gi¶ sö a,b,c d, lµ 4 sè d¬ng tho· m·n: 

                      
1 1 1 1

3
1 a 1 b 1 c 1 d

   
   

 

Chøng minh r»ng:    
1

abcd
81

  

Gi¶i 

Tõ gi¶ thiÕt ta cã: 

               
        

   

    
   

1 1 1 1
1 1 1 1 3 4

1 a 1 b 1 c 1 d
a b c d

1
1 a 1 a 1 a 1 a
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a(1 b) b(1 a) c(1 d) d(1 c)
1

(1 a)(1 b) (1 c)(1 d)
a b 2ab c d 2cd

1 a b ab 1 c d cd

 

¸p dông bÊt ®¼ng thøc C«si ta cã: 

             
2 ab 2ab 2 cd 2cd 2 ab 2 cd

1
1 2 ab ab 1 2 cd cd 1 ab 1 cd

 
   

     
 

           

4

4 4

4 24

4 4

4

abcd abcd
1 2 2 4

1 ab cd abcd 1 ab cd abcd

4 abcd 4 abcd
1

1 2 abcd abcd (1 abcd)

1 abcd 4 abcd

1 3 abcd

1
abcd

8

 
   

       

  
  

  

 

 

 

Bµi tËp ¸p dông: 

Bµi 1: Chøng minh r»ng: ( a+ b + c ) ( 
a

1
 + 
b

1
 +
c

1
 ) ≥ 9 víi a,b,c > 0 

Bµi 2: Cho a,b,c lµ ®é dµi 3 c¹nh cña mét tam gi¸c víi chu vi 2p 

 Chøng minh r»ng: 

           a)
abc

(p a)(p b)(p c)
8

     

           b)
1 1 1 1 1 1

2( )
p a p b p c a b c

    
  

 

Bµi 3: Cho a, b, c   0 ; a + b + c = 1 . Chøng minh r»ng: 

       5,3111  cba  

Bµi 4:Cho a, b, c lµ ®é dµi 3 c¹nh vµ 2p lµ chu vi cña mét tam gi¸c.  

          Chøng minh r»ng:   
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          ( )( )( )
8

abc
p a p b p c     

D¹ng 4  Chøng minh b»ng ph¶n chøng 

 

§©y lµ ph¬ng ph¸p chøng minh B§T dùa vµo c¸c ph¬ng ph¸p chøng minh ph¶n 

chøng trong To¸n häc. §Ó chøng minh mÖnh ®Ò A ®óng th× ta gi¶ sö mÖnh ®Ò A sai 

vµ chøng minh r»ng tõ mÖnh ®Ò A sai ta suy ra mét ®iÒu m©u thuÈn ®Ó kÕt luËn A lµ 

®óng. Muèn chøng minh bÊt ®¼ng thøc A B  ®óng, ta gi¶ sö A B  sai, tøc lµ 

A B  ®óng, tõ ®ã chøng minh nh÷ng lËp luËn chÝnh x¸c ta suy ra ®iÒu m©u thuÈn 

tõ gi¶ thiÕt. KÕt luËn A B  ®óng. §iÒu v« lý cã thÓ lµ tr¸i víi gi¶ thiÕt, hoÆc lµ 

nh÷ng ®iÒu tr¸i ngîc nhau , tõ ®ã suy ra ®¼ng thøc cÇn chøng minh lµ ®óng. 

Mét sè h×nh thøc chøng  minh b»ng ph¶n chøng: 

 Dïng mÖnh ®Ò ®¶o. 

 Phñ ®Þnh råi suy ra ®iÒu tr¸i víi gi¶ thiÕt. 

 Phñ ®Þnh råi suy ra tr¸i víi ®iÒu ®óng. 

 Phñ ®Þnh råi suy ra hai ®iÒu tr¸i ngîc nhau. 

Mét sè vÝ dô: 

VÝ dô 1: Cho a,b,c,d R  vµ a b 2cd   

Chøng minh r»ng Ýt nhÊt mét trong hai bÊt ®¼ng thøc sau ®©y lµ ®óng     

            2 2c a,d b   

Gi¶i 

Gi¶ sö hai bÊt ®¼ng thøc trªn ®Òu sai, cã nghÜa ta ®îc : 

           2c a  vµ 2d b  

          2c a 0    vµ 2d b 0   
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2 2

2 2

2 2

c a d b 0

c d (a b) 0

c d 2cd 0

    

    

   

 

V×    a+b =2cd 

            2(c d) 0     M©u thuÉn 

Nªn sÏ cã Ýt nhÊt mét trong hai bÊt ®¼ng thøc ®· cho lµ ®óng  

VÝ dô 2:  Cho 3 sè d¬ng a,b,c nhá h¬n 2. Chøng minh r»ng cã Ýt nhÊt mét trong 

c¸c bÊt ®¼ng thøc sau lµ sai: 

            

a(2 a) 1

b(2 b) 1

c(2 c) 1

 

 

 

 

Gi¶i 

Gi¶ sö c¸c bÊt ®¼ng thøc sau ®Òu ®óng, nh©n ba ®¼ng thøc l¹i ta ®îc 

          a(2 a)b(2 c)c(2 c) 1     

Mµ    2 20 a(2 a) 2a a 1 (a 1) 1         

T¬ng tù ta cã: 

         
0 b(2 b) 1

0 c(2 c) 1

  

  
 

Suy ra: 

         abc(2 a)(2 b)(2 c) 1     

M©u thuÉn 

VËy cã Ýt nhÊt mét trong c¸c bÊt ®¼ng thøc ®· cho lµ sai 

VÝ dô 3:  Cho 6 sè tù nhiªn kh¸c 0 nhá h¬n 108. Chøng minh r»ng cã thÓ chän 

®îc 3 trong 6 sè ®ã, ch¼ng h¹n a,b,c sao cho a<bc, b<ca, c<ab 

Gi¶i 

Gi¶ sö 6 sè tù nhiªn kh¸c 0 lµ 1 2 61 a a ... a 108      
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Râ rµng 2 3a 2;  a 3    Víi 3 sè x,y,z tho· m·n 1 x y z    

Ta lu«n cã x<yz vµ y<xz. NÕu trong c¸c sè a1, a2 , , a6  kh«ng cã 3 sè nµo tho· 

m·n a<b<c vµ c<ab th× cã     4 2 3a a a 6,     

                                              
5 4 3

6 5 4

a a a 6.3 18

a a a 18.6 108

  

  
 

Tr¸i víi gi¶ thiÕt a6 <108. VËy ph¶i cã 3 sè a,b,c tho· m·n a<bc; b<ca; c<ab 

VÝ dô 4:  Cho c¸c sè thùc a,b,c tho· m·n ®iÒu kiÖn: 

                  

a b c 0      (1)

ab+bc+ca>0     (2)

abc>0              (3)

   





 

Chøng minh r»ng: a,b,c >0 

Gi¶i 

Gi¶ sö trong 3 sè thùc a,b,c ®· cho cã mét sè ©m hay b»ng 0, gi¶ sö sè ®ã lµ a 0  

mµ kh«ng lµm mÊt ®i tÝnh tæng qu¸t cña bµi to¸n. Ta cã: 

                

a 0 a 0
a 0abc 0

  b>0  b<0
a 0 bc 0

c<0 c>0

  
      

          
  

 

XÐt kh¶ n¨ng a 0; b>0; c<0 a+c<0   

Ta cã: 

                 

2

2 2 2

(1) : a b c 0 b>-(a+c) (a+c)b<-(a+c)

(a c)b ca (a c) ac (a ac c )

ab bc ca 0

    

          

   

 

V× :          2 2(a ac c 0  a,b,c R)      

§iÒu nµy m©u thuÉn víi gi¶ thiÕt. 

VËy 3 s« a,b,c ®Òu lµ sè d¬ng. 
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Bµi tËp ¸p dông: 

Bµi 1: 

Cho 0 , , 1a b c  .Chøng minh r»ng Ýt nhÊt cã mét bÊt ®¼ng thøc sau ®©y lµ sai: 

       
1 1 1

(1 ) ; (1 ) ; (1 )
4 4 4

a b b c c a       

KÕt qu¶ nµy m©u thuÈn víi kÕt qu¶ cña gi¶ thiÕt ®· nªu ra ë trªn. 

VËy Ýt nhÊt ph¶i cã mét bÊt ®¼ng thøc sai. 

 

Bµi 2: 

Cho 25 sè tù nhiªn 1 2 25, ,...,a a a  tho¶ m¶n ®iÒu kiÖn 

                              
1 2 25

1 1 1... 9
a a a
    . 

Chøng minh r»ng trong 25 sè tù nhiªn ®ã, tån t¹i hai sè b»ng nhau. 

 

 

D¹ng 5  Ph¬ng ph¸p lîng gi¸c 

 

§©y lµ mét trêng hîp ®Æc biÖt cña ph¬ng ph¸p ®æi biÕn sè. §èi víi häc sinh 

THCS th× viÖc sö dông ph¬ng ph¸p nµy lµ kh¸ míi v× kiÕn thøc c¬ b¶n cña phÇn 

lîng gi¸c cha ®îc nghiªn cøu s©u. Cho nªn ë ph¬ng ph¸p nµy t«i xin tr×nh bµy 

mét sè kiÕn thøc lý thuyÕt vµ c¸c d¹ng ph¬ng ph¸p mét c¸ch chi tiÕt h¬n.  

KiÕn thøc cÇn nhí: 

1. C¸c hÖ thøc c¬ b¶n 

+ 1sincos 22     + 1 + tg2 = )k
2

(
cos

1
2







 

+ tg . cotg = 1 (  
2

k
)  + 1 + cotg2 = )k(

sin

1
2
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2. C«ng thøc céng, c«ng thøc h¹ bËc, c«ng thøc nh©n ®«i, c«ng thøc biÕn tÝch thµnh 

tæng vµ c«ng thøc biÕn tæng thµnh tÝch. Chóng ta dùa vµo c¸c tr¬ng hîp díi ®©y 

®Ó cã thÓ ®æi biÕn lîng gi¸c mét c¸ch chÝnh x¸c. 

Mét sè ph¬ng ph¸p lîng gi¸c thêng gÆp: 

 NÕu thÊy x2 + y2 = 1 th× ®Æt 








cosy

sinx
 víi   [0, 2] 

 NÕu thÊy x2 + y2 = a2 (a > 0) th× ®Æt 








cosay

sinax
 víi   [0, 2] 

 NÕu thÊy |x|  1 th× ®Æt   
 

sin ;
2 2

cos 0;

x khi

x khi

 
 

  

  
     

  

 

 NÕu thÊy |x|  m (  0m  ) th× ®Æt 
 

sin ;
2 2

cos 0;

x m khi

x m khi

 
 

  

  
     

  

 

 Sö dông c«ng thøc: 2

2 2

1 1
1+tg2   = 1 ( )

cos cos 2
tg k


   

 
       

 NÕu |x|  1 hoÆc bµi to¸n cã chøa biÓu thøc 1x2   

th× ®Æt x = 
cos

1
 víi  






 







 

2

3
,

2
;0  

 NÕu |x|  m hoÆc bµi to¸n cã chøa biÓu thøc 22 mx   

     th× ®Æt x = 
cos

m
 víi  






 







 

2

3
,

2
;0  

 Sö dông c«ng thøc 1+ tg2 = 
2cos

1
. 
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 NÕu x  R vµ bµi to¸n chøa (1+x2) th× ®Æt x = tg  víi   






 


2
,

2
 

 NÕu x  R vµ bµi to¸n chøa (x2+m2) th× ®Æt x = mtg  víi   






 


2
,

2
 

VÝ dô 1: Cho a,b,c,d R  Víi 2a c 1 d   Vµ 2b d 1 c   

Chøng minh r»ng a b 1   

Gi¶i 

Víi:              2a c 1 d  Vµ 2b d 1 c    Ta cã: 

           

2 2

2 2

1 d 0 d 1 -1 d 1
  

-1 c 11 c 0 c 1

       
  

       

 

Do ®ã ta ®Æt: d cos  vµ c cos  víi , 0;
2


   

  
 

             2 2a c 1 d cos 1 cos cos sin          

Vµ        2 2b d 1 c cos 1 cos cos sin         

              
a b cos sin cos sin

            sin( ) 1

   

 

   

  
 

VËy:        a b 1   

VÝ dô 2: Chøng minh r»ng: 

               
2

2

(1 x )sin a 2x cosa
1  x,a R

1 x

 
  


 

Gi¶i 

§Æt 
sin

x tg
cos





  Víi ;

2 2

 
    

 
 Th× 
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2

2 2

22

2

2 2

2 2

sin sin
(1 )sin a 2 cosa(1 x )sin a 2x cosa cos cos

sin1 x
(1 )

cos

(cos sin )sina 2 sin cos cosa
                             

cos sin
                             cos2 sina sin2 cosa

           

 

 




   

 
 

  





 



 

                  sin(a 2 ) 1  

 

VÝ dô 3: Chøng minh r»ng nÕu  x 1  vµ n lµ sè nguyªn lín h¬n 1 th× ta cã bÊt 

®¼ng thøc: 

                                     n n n(1 x) (1 x) 2     

Gi¶i : 

    V×:    x 1 nªn ta ®Æt x cos t  víi    

             

 
n n n n

2 n 2 n

n 2 n 2 n n

t ;

(1 x) (1 x) (1 cos t) (1 cos t)

t t
                          (2 cos ) (2 sin )

2 2
t t

2 (cos ) (sin ) 2   (1)
2 2

  

       

 

   
  

 

Do 

2 2 2 n

2 2 2 n

2 n 2 n

t t t
0 cos 1 cos (cos )

2 2 2
  

t t t
0 sin t sin (sin )

2 2 2
t t

1 (cos ) (sin )
2 2

   
 

 
   
 

  

 

(1) ®óng 

VËy bÊt ®¼ng thøc ®· ®îc chøng minh. 

VÝ dô 4: 

Chøng minh r»ng:   )(a)a()a(a 122221111 2332   
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Gi¶i: 

Tõ ®k |a|  1 nªn 

§Æt a=cos víi [0,]  





 sina1;
2

cos2a1;
2

sin2a1 2  

(1) 
2

cos
2

sin2222
2

sin
2

cos22.
2

cos
2

sin21 33 





 



  


2

cos
2

sin1
2

sin
2

cos
2

sin
2

cos
2

sin
2

cos
2

cos
2

sin 22 








 













 










 



 

 1cos
2

sin
2

cos
2

sin
2

cos
2

cos
2

sin 22 












 










 



 ®óng  (®pcm) 

Bµi tËp ¸p dông: 

Bµi 1: 

Cho a2 + b2 - 2a - 4b + 4 = 0. Chøng minh r»ng: 

A = 2334b)324(a)321(2ab32ba 22   

Bµi 2: Cho a, b tho¶ m·n : 7  12b  5a  = 13 

Chøng minh r»ng: a2 + b2 + 2(b-a)  - 1 

Bµi 3: 

Chøng minh r»ng: 23123223 22  aaaA  

Bµi 4: 

Chøng minh r»ng A = 
2 1 3

2 1
a

a
a

 
    

Bµi 5: 
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Chøng minh r»ng: - 4  A = 
2

2

a

1a125 
 9   1a   

Bµi 6: 

Chøng minh r»ng: c,b,a
)a1)(c1(

|ac|

)c1)(b1(

|cb|

)b1)(a1(

|ba|
222222















 

 

Bµi 7: 

Chøng minh r»ng: 0d,c,b,a)1()db)(ca(cdab   (1) 

Bµi 8: 

Chøng minh r»ng: 
2

1

)b1)(a1(

)ab1)(ba(
22





  a, b  R 

 

 

D¹ng 6  Ph¬ng ph¸p chøng minh qui n¹p 

Ph¬ng ph¸p qui n¹p thêng sö dông ®Ó chøng minh mét bÊt ®¼ng thøc phô thuéc 

vµo sè nguyªn d¬ng n. Ta thùc hiÖn c¸c bíc sau: 

 KiÓm nghiÖm ®Ó chøng tá B§T ®óng víi ®iÒu kiÖn nhá nhÊt. 

 Gi¶ sö B§T ®óng víi mét sè nguyªn d¬ng k bÊt kú  

 CÇn chøng minh B§T còng ®óng víi n = k + 1 

VÝ dô 1: Chøng minh r»ng: n2 2n 1   Víi mäi sè d¬ng n 3  

Gi¶i: 

 Víi n=3 th× 32 8 2.3 1 7     ®óng 

Gi¶ sö bÊt ®¼ng thøc ®óng víi n=k bÊt k× cã nghÜa lµ: 

           k2 2k 1 2.k.2 (2k 1).2      

Ta cÇn chøng minh: 
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          k 12 2(k 1) 1     

Theo gt quy n¹p ta cã: 

           k 12 (2k 1)2 4k 2 2k 2k 2 2(k 1) 1            

§iÒu ph¶i chøng minh. 

VÝ dô 2: Chøng minh r»ng víi mäi sè tù nhiªn n 2  

Ta cã: 

           
1 1 1 13

...
n 1 n 2 2n 24

   
 

 

Gi¶i: 

a. Víi n=2 ta cã:  

          
1 1 13 14 13

3 4 24 24 24
     ®óng 

Gi¶ sö víi n=k ta cã:
1 1 1 13

...
k 1 k 2 2k 24

   
 

 

Ta cÇn chøng minh: 

            
1 1 1 13

...
k 2 k 3 2k 2 24

   
  

 

Ta cã: 

            
1 1 1 1 1 1 1 1

... ( ... )
k 2 k 3 2k 2 k 1 2k 2k 1 2k 2 k 1

        
      

 

V× : 

            
1 1 13

...
k 1 2k 24

  


 

Nªn: 

                
13 1 1 1 13

24 2k 1 2k 2 k 1 24
   

  
  ®óng. 

VÝ dô 3: Chøng minh bÊt ®¼ng thøc C«si trong trêng hîp tæng qu¸t. 

                Víi 1 2 n n, a ... a   R , n 2a    th×  
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( ) ( ) ... ( )
1 2 1 3 1
( ) ... ( ) ... ( )

2 3 2 1
1 1( )

1 2 2 1
1 1 1 1( ) ... ( ) ...

1 3 3 1 1 1
1 1( )  (1)

1 1

n n n n n nx x x x x xn
n n n n n nx x x x x xn nn
n nx x x x

n n n nx x x x x x x xn n

n nx x x xn nn n

      

       


   

        

  
 

                           1 2
1 2

... . ...n n
n

a a a a a a
n

    

Gi¶i: 

 Víi n=2 bÊt ®¼ng thøc ®¶ ®îc chøng minh ë 1. (bÊt ®¼ng thøc ¥clit) 

NÕu    1 2 1 2
1 1n nx x x x    . , x

1 2
x R   

VËy , x
1 2
x R   th× ta lu«n cã (chuyÓn mét bé phËn sang vÕ ph¶i, ta 

®îc) 

                         1 2 1 2

1 2 1 2 2 1

1 1( )( ) 0

1 1.

n nx x x x

n n n nx x x x x x

   

   
 

      LÊy n  sè thùc kh«ng ©m , ... ,
1 2
x x x Rn

  viÕt c¸c bÊt ®¼ng thøc t¬ng øng 

råi céng l¹i ta ®îc: 

      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    Tõ ®ã: 

          
1 1 1( 1)( ... ) ( ... )

1 2 1 2 3
1 1 1 1 1 1( ... ) ( ... ) (2)

2 1 3 1 2 1

n n n n n nn x x x x x x xn n

n n n n n nx x x x x x x xn n n
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    B©y giê theo gi¶ thiÕt quy n¹p, ta thõa nhËn r»ng ®èi víi 1n  sè thùc kh«ng ©m 

bÊt k× , trung b×nh céng kh«ng nhá h¬n trung b×nh nh©n cña chóng. ThÕ th× nãi 

riªng ta cã: 

           

            1 1 1...
2 3
n n nx x xn
      ( 1) ...

2 3
n x x xn  

             

             1 1 1...
1 3
n n nx x xn
      ( 1) ...

1 3
n x x xn  

              

              

              1 1 1... ( 1) ...
1 2 1 1 2 1
n n nx x x n x x x

n n
     

 
  

     Sö dông c¸c bÊt ®¼ng thøc nµy, ta cã thÓ t¨ng cêng c¸c bÊt ®¼ng thøc 

         ( 2 ) 

               ( 1)( ... ) ( 1) ... )
1 2 1 2
n n nn x x x n n x x xn n       

     Trong hÖ thøc nµy ®Æt , ,...
1 1 2 2
n n nx a x a x an n    ta ®îc 

                1 2
1 2

... . ...n n
n

a a a a a a
n

     ( ®pcm ) 

Trong tÊt c¶ qu¸ tr×nh lý luËn trªn, dÊu “=” x¶y ra khi vµ chØ khi 

               1 2 ... nx x x    tøc lµ khi vµ chØ khi 1 2 ... na a a    

Mét sè bµi tËp:  

Bµi 1: 

Chøng minh r»ng 

     
nn

1
2

1
....

2

1

1

1
222

  1;  nNn          (1) 

Bµi 2:  

Cho   Nn   vµ a+b > 0. Chøng minh r»ng  
n

ba







 

2
   

2

nn ba 
  (1) 
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Bµi 3: Cho a,b lµ hai c¹nh gãc vu«ng cña mét tam gi¸c vu«ng víi c lµ c¹nh huyÒn 

Chøng minh r»ng: 
2 2 2n n na b c n N     

 

D¹ng 7 - Ph¬ng ph¸p ¸p dông c¸c tÝnh chÊt cña c¸c d·y tØ sè b»ng nhau 

 

§©y lµ ph¬ng ph¸p ®Æc trng cho häc sinh THCS v× ph¬ng ph¸p nµy ¸p dông 

c¸c tÝnh chÊt cña d·y tØ sè b»ng nhau ®· ®îc häc ë líp 7. C¸c tÝnh chÊt ®Æc biÖt 

thêng gÆp trong  lo¹i nµy ta cÇn lu ý nh: 

KiÕn thøc: 

               

, ,

, , ,

a a
a b c R

a b a b c

a c a a c c
a b c d R

b d b b d d





  
  


     



 

Mét sè vÝ dô: 

VÝ dô 1: Cho 3 sè d¬ng a,b,c  chøng minh r»ng 
a b c

1 2
a b b c c a

   
  

 

Gi¶i: 

V×:           
a

1
a b




 nªn: 
a a a c

a b c a b a b c


 

    
 

T¬ng tù: 

                
b b b a

a b c b c a b c


 

    
 

                
c c c b

a b c c a a b c


 

    
 

Céng c¸c bÊt ®¼ng thøc trªn l¹i ta ®îc ®iÒu ph¶i chøng minh. 

VÝ dô 2: Cho a,b,c,d lµ c¸c sè d¬ng, chøng minh r»ng: 

                  
a b b c c d d a

A
a b c b c d c d a d a b

   
   

       
 

Gi¶i: 
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V×:     
a b

1
a b c




 
 nªn 

a b a b a b d

a b c d a b c a b c d

   
 

       
 

T¬ng tù: 

           

b c b c b c a

a b c d b c d a b c d
c d c d c d b

a b c d c d a a b c d
d a d a d a c

a b c d d a b a b c d

   
 

       
   

 
       

   
 

       

 

Céng l¹i ta ®îc 2<A<3. Suy ra A kh«ng thÓ lµ sè nguyªn . 

Bµi tËp ¸p dông: 

Bµi 1:  

Cho a, b, c, d > 0 . Chøng minh r»ng: 

1 2
a b c a

a b c b c d c d a d a b
    

       
 

Bµi 2:  

Cho a;b;c;d lµ c¸c sè nguyªn d¬ng tháa m·n : a + b = c + d  =1000 

t×m gi¸ trÞ lín nhÊt cña 
d

b

c

a
 . 

Bµi 3: 

Cho: 
b

a
<
d

c
 vµ b,d > 0 . Chøng minh r»ng  

b

a
<

d

c

db

cdab





22  

 

D¹ng 8  Ph¬ng ph¸p dïng tam thøc bËc hai 

 

KiÕn thøc: 

Cho tam thøc bËc hai   cbxaxxf  2  

NÕu 0   th×    0. xfa            Rx  
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NÕu 0   th×    0. xfa             
a

b
x   

NÕu 0   th×    0. xfa            víi 1xx   hoÆc  2xx     ( 12 xx  ) 

         0. xfa            víi  21 xxx   

Mét sè vÝ dô: 

VÝ dô 1: Chøng minh r»ng: 2 2x 5y 4xy 2x 6y 3 0       Víi mäi gi¸ trÞ cña 

x,y. 

Gi¶i: 

§Æt:       2 2f(x) x (2y 1)2x 5y 6y 3       

Ta cã:     

2 2

2

(2y 1) 5y 6y 3

y 2y 2

( ) 1 2 1

0 f(x)>0
( ) 0    

y R x,y R










     

    

    

   
    

     

 

VÝ dô 2:  Cho hai d·y sè: a1, a2 ,… an 

          B1, b2,… bn 

 Chøng minh r»ng: 
n n n

2 2 2
i i i i

1 1 1

( a b ) ( a )( b )    (1)    

Gi¶i: 

Ta cã:  (1)
n n n

2 2
i i i i

1 1 1

 ( a b ) ( a )( b ) 0    (2)       

§Æt:  
n n n

2 2 2
i i i i

1 1 1

f(x) ( a )X 2( a b )X ( b )      

Ta cã:  
n

2
i i

1

f(X) (a X b ) 0     Víi mäi X nªn tam thøc (X) cã ' 0   
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Suy ra: 
n n n

2 2 2
i i i i

1 1 1

( a b ) ( a )( b ) 0     

Tøc lµ (2) ®óng nªn (1) ®óng. 

VÝ dô 3: ,x y R  , chøng mih bÊt ®¼ng thøc sau: 

                       2 4 2 2 2 32( 2) 4 4x y x y xy x xy         (1) 

Gi¶i: 

(1)               2 2 2 2 2( 1) 4 (1 ) 4 0y x y y x y      

§Æt                  2 2 2 2 2( ) ( 1) 4 (1 ) 4F x y x y y x y      

                        2 2 2 2 2 2' 4 (1 ) 4 ( 1)y y y y      

                        2' 16y   

                       
' ( ) 00

,

f x

x y Ry R

 
 
 
 



 


  
 

Bµi tËp ¸p dông: 

Bµi 1:  Cho a,b,c,d tho· m·n b < c < d. 

 Chøng minh r»ng 2(a b c d) 8(ac bd)      (1)      

Bµi 2:  Cho c¸c sè a , b , c , d , p , q sao cho: 

 2 2 2 2 2 2p q a b c d 0       

 Chøng minh r»ng:  

 2 2 2 2 2 2 2(p a b )(q c d ) (pq ac bd)    (1)        

     

D¹ng 9  Ph¬ng ph¸p dïng tÝnh chÊt b¾c cÇu 

 

§©y lµ ph¬ng ph¸p chøng minh bÊt ®¼ng thøc sö dông tÝnh chÊt b¾c cÇu trong 

To¸n häc.  

Ch¼ng h¹n: a b  vµ b c  th× a c  
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Mét sè vÝ dô: 

VÝ dô 1: 

Cho a, b, c ,d >0 tháa m·n  a > c+d , b >c+d. Chøng minh r»ng: ab >ad+bc 

Gi¶i 

Ta cã: 








dcb

dca
     









0

0

cdb

dca
  

              (a-c)(b-d) > cd 

             ab – ad – bc + cd  > cd 

             ab > ad + bc  ®iÒu ph¶i chøng minh. 

VÝ dô 2:  

           Cho a,b,c>0   tháa m·n 
3

5222  cba  

  Chøng minh   
abccba

1111
  

Gi¶i 

Ta cã :( a + b – c)2=  a2+ b2 + c2 + 2( ab – ac – bc) > 0 

  ac + bc - ab 
2

1
( a2 + b2 + c2)         

    ac + bc – ab  
6

5
   1  Chia hai vÕ cho abc > 0   ta cã 

cba

111
   

abc

1
 

VÝ dô 3: 

Cho 0 , , 1a b c  . Chøng minh r»ng: 

accbbacba 222333 3222   

Gi¶i 

Do a < 1     12 a   vµ 

Ta cã    01.1 2  ba  1- b - 
2a  + 

2a b > 0 

  1+
2a 2b  > 

2a  + b 
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mµ 0 < a,b  < 1     2 3 2 3a a , b b    

Tõ ®ã ta suy ra 1+ 2 2a b 3 3a b   

VËy    3 3a b   < 2 21 a b  

T¬ng tù ta cã: 3 3b c  cb 21  

 Vµ                 3 3c a  ac 21  

Céng c¸c bÊt ®¼ng thøc ta cã: accbbacba 222333 3222   

VÝ dô 4: 

Cho 0 , , 1x y z   Chøng minh r»ng: 

a. 0 1x y z xy yz zx        

b. 2 2 2 2 2 21x y z x y y z z x       

Gi¶i 

a. Ta cã: (1 ) (1 ) (1 ) 0x y z xy yz zx x y y z z x             (1) 

MÆt kh¸c: (1 )(1 )(1 ) 1 0x y z x y xy yz zx xyz            

Suy ra: 1 1x y z xy yz zx xyz         (2) 

Tõ (1) vµ (2) suy ra 0 1x y z xy yz zx        

b. Ta chøng minh: 2 2 2 2 2 2 1x y z x y y z z x       

Ta cã: 
2 2 2 2 2 2 2 2 2(1 ) (1 ) (1 )

(1 ) (1 ) (1 )

x y z x y y z z x x y y z z x

x y y z z x

          

     
 

V× ( 2 2 2, ,x x y y z z   ) 

1x y z xy yz zx        ( theo c©u a). 

Bµi tËp ¸p dông: 

Bµi 1:  

Cho 0 , , , 1.a b c d   Chøng minh r»ng: 

(1 )(1 )(1 )(1 ) 1a b c d a b c d          
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Bµi 2:  

Cho 0 , , 2a b c   tho¶ m·n 3a b c    Chøng minh r»ng: 

               2 2 2 5a b c    

Bµi 3: 

Cho a, b, c lµ ®é dµi 3 c¹nh cña tam gi¸c cã chu vi b»ng 1. Chøng minh r»ng: 

2 2 2 1
4

2
a b c abc     

Bµi 4:  

Cho a, b, c lµ ®é dµi 3 c¹nh cña tam gi¸c cã chu vi b»ng 2. Chøng minh r»ng: 

2 2 2 2 2a b c abc     

 

D¹ng 10  Ph¬ng ph¸p dïng c¸c bÊt ®¼ng thøc trong tam gi¸c 

 

§©y lµ ph¬ng ph¸p sö dông c¸c bÊt ®¼ng thøc trong tam gi¸c lµm c¸c gi¶ thiÕt ®Ó 

chøng minh c¸c bÊt ®¼ng thøc. 

ë ph¬ng ph¸p chøng minh nµy c¸c b¹n nªn chó ý mét sè kiÕn thøc c¬ b¶n sau: 

KiÕn thøc: 

1. C¸c bÊt ®¼ng thøc trong tam gi¸c: 

 Víi a, b, c lµ 3 c¹nh cña mét tam gi¸c th× , , 0a b c   

           

b c a b c

a c b a c

a b c a b

   

   

   

 

NÕu a b c   th× sè ®o cña 3 gãc A, B, C còng ®óng víi bÊt ®¼ng thøc trªn. 

2. C«ng thøc liªn quan ®Õn tam gi¸c 
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2

2 2

2

b c a
p a

a b c c a b
p p b

a b c
p c

 
 


   

   


 
 

 

Mét sè vÝ dô: 

VÝ dô 1: 

Cho a, b, c lµ 3 c¹nh cña tam gi¸c. Chøng minh r»ng: 

3 3 3 2 2 22 ( ) ( ) ( ) (1)a b c abc a b c b c a c a b          

Gi¶i 

Ta cã: 

(1)

3 3 3 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2

2 ( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) (2 ) ( ) 0

( )( ) ( ) ( ) 0

( )( )( ) 0 (2)

a b c abc a b c b c a c a b

a a b b b a c ab a b c a b c

a b a b c a b c a b c

a b c a b c a b c

          

          

        

       

 

 

KÕt qu¶ (2) lu«n ®óng v× trong tam gi¸c ta lu«n cã. 

      

0

0

0

a b c a b c

a c b a c b

b c a b c a

     
 
      

      

 

VËy bÊt ®¼ng thøc (1) ®îc chøng minh. 

VÝ dô 2: 

Cho a;b;clµ sè ®o ba c¹nh cña tam gi¸c chøng minh r»ng: 

a. a2 + b2 + c2 < 2(ab + bc + ac) 

b. abc>(a + b - c).(b + c - a)( c + a - b) 

Gi¶i 

V× a, b, c lµ sè ®o 3 c¹nh cña tam gi¸c nªn ta cã 
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bac

cab

cba

0

0

0

   














)(

)(

)(

2

2

2

bacc

cabb

cbaa

 

Céng tõng vÕ c¸c bÊt ®¼ng thøc trªn ta cã: 

  a2+b2+c2< 2(ab+bc+ac) 

Ta cã    a > b-c       222 )( cbaa  > 0 

    b > a-c      222 )( acbb  > 0 

    c > a-b       0)( 222  bacc  

Nh©n tõng vÕ cña ®¼ng thøc l¹i ta ®îc: 

     
2 2 22 2 2 2 2 2a b c a b c b c a c a b            

       

     

     

2 2 22 2 2

. .

a b c a b c b c a c a b

abc a b c b c a c a b

       

       
 

VÝ dô 3: 

Trong Δ ABC cã chu vi a + b +c = 2p ( a, b, c lµ ®é dµi 3 c¹nh ). 

CMR : 
ap 

1
 + 

bp 

1
+ 

cp 

1
 ≥ 2 (

a

1
 + 
b

1
 + 
c

1
) 

Gi¶i 

Ta cã : p - a  = 
2

acb 
 > 0 ( v× b + c > a bÊt ®¼ng thøc tam gi¸c ) 

 T¬ng tù :   p - b > 0 ; p- c > 0. 

MÆt kh¸c : p - a  + p - b  =  2p - a - b = c  

        p - b + p - c = a 

                   p - c + p - a = b  

ta ¸p dông tÝnh chÊt cña BÊt ®¼ng thøc: 
1 1 4

x y x y
 


 ta cã: 
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ap 

1
 + 

bp 

1
 ≥ 

)()(

4

bpap 
 = 
c

4
 

bp 

1
 + cp 

1
 ≥ 
a

4
 

cp 

1
 + 

ap 

1
 ≥ 
b

4
 

Céng theo vÕ cña bÊt ®¼ng thøc ta cã : 

ap 

1
 + 

bp 

1
+ 

cp 

1
 ≥ 2 (

a

1
 + 
b

1
 + 
c

1
) 

DÊu ‘=’ x¶y ra khi Δ ABC  ®Òu 

VÝ dô 4: 

Cho a, b, c , lµ ®é dµi ba c¹nh cña mét tam gi¸c   

(a+b-c)(b+c-a)(c+a-b) abc 

Gi¶i 

BÊt ®¼ng thøc vÒ ba c¹nh cña tam gi¸c : 

2 2 20 ( )b c a a b c a        

2 2 20 ( )c a b b c a b        

2 2 20 ( )a b c c a b c        

Tõ ®ã 2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( )a b c b c a c a b a b c        

 (a + b – c)( a – b + c)( b – c +a)( b + c – a)( c – a + b)( c + a – b) 

2 2 2a b c  

 (a + b – c)2( b + c – a)2( c + a – b)2 2 2 2a b c  

 (a + b – c)( b + c – a )( c + a – b) abc 

V× a, b, c lµ 3 c¹nh cña mét tam gi¸c nªn  
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0

0

0

a b c

a c b

b c a

  

  

   

 vµ abc > 0 

Bµi tËp ¸p dông:  Cho a, b, c lµ ®é dµi 3 c¹nh cña tam gi¸c 

Bµi 1: 

Chøng minh r»ng: 

NÕu víi a b c   th× 2( ) 9a b c bc    

Bµi 2:  

Chøng minh r»ng: 

( )( )( )a b c b c a a c b abc        

Bµi 3:  

Chøng minh r»ng: Víi mäi p, q sao cho p + q = 1 th× 2 2 2pa qb pqc   

Bµi 4: 

Cho a, b, c lµ ®é dµi 3 c¹nh cña mét tam gi¸c víi a < b < c. Chøng minh r»ng: 

3 2 2 3 2 2 3 2 2( ) ( ) ( ) 0a b c b c a c a b       

Bµi 5: 

Chøng minh r»ng: víi a, b,c lµ ®é dµi 3 c¹nh cña mét tam gi¸c th× ta cã: 

 2 2 2 3 3 3( ) ( ) ( ) (1)a b c b c a c a b a b c         

 

D¹ng 11  Ph¬ng ph¸p ®æi biÕn sè 

 

Khi ta gÆp mét sè bÊt ®¼ng thøc cã biÕn phøc t¹p th× ta cã thÓ dïng ph¬ng ph¸p 

®æi biÕn sè ®Ó ®a c¸c bÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh vÒ d¹ng ®¬n gi¶n h¬n, tøc lµ 

ta ®Æt c¸c biÕn míi biÓu thÞ ®îc c¸c biÐn cò sao cho biÕn míi cã thÓ gän h¬n hoÆc 

dÔ chøng minh h¬n. Sau khi ®æi biÕn sè ta sö dông c¸c ph¬ng ph¸p chøng minh ë 

trªn ®Ó chøng minh bÊt ®¼ng thøc. 
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Ph¬ng ph¸p lîng gi¸c còng lµ mét d¹ng cña ph¬ng ph¸p ®æi biÕn sè. 

Mét sè vÝ dô: 

VÝ dô 1: 

Cho a,b,c > 0  Chøng minh r»ng: 
2

3








 ba

c

ac

b

cb

a
 (1) 

Gi¶i 

§Æt x=b+c ; y=c+a  ;z= a+b  ta cã a=
2

xzy 
  ;   b = 

2

yxz 
 ; c =

2

zyx 
 

Ta cã (1) 
z

zyx

y

yxz

x

xzy

222








 

2

3
  

                3111 
z

y

z

x

y

z

y

x

x

z

x

y
 

          ( 6)()() 
z

y

y

z

z

x

x

z

y

x

x

y
 

BÊt ®¼ng thøc cuèi cïng ®óng v×   ( ;2
y

x

x

y
    2

z

x

x

z
;  2

z

y

y

z
) ®iÒu 

ph¶i chøng minh. 

VÝ dô 2: 

Cho a,b,c > 0  vµ a+b+c < 1. Chøng minh r»ng: 

9
2

1

2

1

2

1
222








 abcacbbca

  (1) 

Gi¶i 

§Æt x = bca 22    ;  y = acb 22    ; z = abc 22     

Ta cã     1
2
 cbazyx  

(1) 9
111

zyx

   Víi x+y+z < 1  vµ x ,y,z > 0 

Theo bÊt ®¼ng thøc C«si ta cã: 
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                 zyx 3.
3 xyz  

               
zyx

111
3. . 3

1

xyz  

               9
111

. 








zyx

zyx  

    Mµ x+y+z < 1 

VËy       9
111

zyx

 ®iÒu ph¶i chøng minh. 

VÝ dô 3: 

Cho a, b, c lµ c¸c sè thùc d¬ng. Chøng minh r»ng:  
3

2

a b c

b c c a a b
  

  
 

Gi¶i 

 §©y lµ vÝ dô 1 nhng ta sö dông c¸ch ®æi biÕn kh¸c: 

Ta ®Æt 

2

2

2

y z x
a

x b c
x z y

y c a b

z a b
x y z

c

 


  
  

    
    




 

BÊt ®¼ng thøc 
1 3

2 2

y z x x z y x y z

x y z

      
    

 
 

2 . 2 . 2 . 6
x y y z z x x y y z z x

y x z y x z y x z y x z

     
              

    
   (®óng). 

VËy BÊt ®¼ng thøc ®îc chøng minh. 

DÊu “=” x¶y ra a b c    

VÝ dô 4: 

Cho c¸c sè thùc d¬ng a, b, c sao cho abc = 1 
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Chøng minh r»ng: 

1 1 1
1 1 1 1a b c
b c a

   
         

   
 

Gi¶i 

Do 1abc   nªn ta cã thÓ ®Æt: 

x
a

y

y
b

z

z
c

x














   víi  , , 0x y z  . 

Nªn bÊt ®¼ng thøc ta cã thÓ viÕt l¹i nh sau:  

1 1 1 1
x z y x z y

y y z z x x

   
         

   
                        

             ( )( )( )xyz x y z y z x z x y         (Ta ®· chøng minh ®îc) 

VËy B§T ®· ®îc chøng minh. DÊu “=” x¶y ra 1a b c     

Bµi tËp ¸p dông: 

Bµi 1: 

Chøng minh r»ng ; víi mäi sè thùc x, y ta cã bÊt ®¼ng thøc: 

  
4

1

)1()1(

)1)((

4

1
2222

2222







yx

yxyx
 

Bµi 2: 

Cho x, y, z lµ c¸c sè d¬ng tho¶ m·n: 
x

1
 
y

1
 + 
z

1
 = 4 

CMR: 
zyx 2

1
 + 

zyx  2

1
 + 

zyx 2

1


 ≤  1 

(§¹i häc khèi A – n¨m 2005) 

Bµi 3: 

Cho a, b, c l  c¸c sè thùc d¬ng tho¶ m·n abc=1 . 
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 CMR : 3 3 3

1 1 1 3

( ) ( ) ( ) 2a b c b c a c a b
  

  
 

Bµi 4: 

Cho x, y, z >0 tho¶ m·n 1x y z   . CMR 
1 4 9

36
x y z
     

 

Bµi 5: 

Cho x, y, z là các số thực dương thoả mãn: 2xyz x y z    .  

 CMR: 
3

2
x y z xyz    

D¹ng 12 - Ph¬ng ph¸p lµm tréi (chøng minh bÊt ®¼ng thøc cã n sè h¹ng) 

 

Dïng c¸c tÝnh  bÊt ®¼ng thøc ®Ó ®a mét vÕ cña bÊt ®¼ng thøc vÒ d¹ng tÝnh ®îc 

tæng h÷u h¹n hoÆc tÝch h÷u h¹n. 

Ph¬ng ph¸p chung ®Ó tÝnh tæng h÷u h¹n : S = nuuu  ....21  

Ta cè g¾ng biÕn ®æi sè h¹ng tæng qu¸t u k  vÒ hiÖu cña hai sè h¹ng liªn tiÕp nhau 

1 kkk aau  

Khi ®ã : S =       1113221 ....   nnn aaaaaaaa  

Ph¬ng ph¸p chung vÒ tÝnh tÝch h÷u h¹n: 

P = nuuu ....21  

BiÕn ®æi c¸c sè h¹ng ku  vÒ th¬ng cña hai sè h¹ng liªn tiÕp nhau: 

ku =
1k

k

a

a
 

Khi ®ã  P = 
1

1

13

2

2

1 ......



nn

n

a

a

a

a

a

a

a

a
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Mét sè vÝ dô: 

VÝ dô 1: 

Chøng minh r»ng:  112
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1
1  n

n
 Víi n lµ sè nguyªn 

Gi¶i: 

Ta cã: 
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Khi cho k ch¹y tõ 1 ®Õn n ta cã 
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Céng tõng vÕ c¸c bÊt ®¼ng thøc trªn ta cã: 
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VÝ dô 2: 

Chøng minh r»ng:  2
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1
2




n

k k
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Gi¶i: 

Ta cã    kkkkk
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Cho k ch¹y tõ 2 ®Õn n ta cã 
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VËy 2
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VÝ dô 3: 

Chøng minh r»ng: 

1 1 1
1 .... 2 1 ,

2 3
n n Z

n

         

Gi¶i: 

Ta cã: 

1 2 2
2( 1)

2 1
k k k Z

k k k k

      
 

 

Do ®ã: 

1 1

1
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VËy: 
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VÝ dô 4: 

Chøng minh r»ng: 

1 3 5 2 1 2
. . ... ,

2 4 6 2 2 1

n
n Z

n n


  


 

Gi¶i: 

Ta cã: 

2 2 2 2
2

2 2 2 2

2 2 2

2 2
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VËy: 
1 3 5 2 1 2
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2 4 6 2 2 1
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Bµi tËp ¸p dông: 

Bµi 1: 

Chøng minh B§T sau: 

a. 
1 1 1 1
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1.3 3.5 (2 1).(2 1) 2n n
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