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BAI 7: PHEP VI TU

A) TOM TAT LY THUYET
1) PINH NGHIA

Cho diém O ¢ dinh va mdt sb thuc k khong d6i, k =0 . Phép bién hinh bién mdi diém M thanh diém
M’, sao cho OM'=kOM duoc goi la phép vi ty tdm O ti s6 k va ki hidu 1 Vo (O dugc goi la tam vi ).

Nhan xét:
Phép vi tu bién tAm vi tu thanh chinh no.

Phépvi tu ti s6 k=1 chinh Ia phép dong nhat.

Phép vi tw tAm I ti s6 k=-1 chinh 14 phép ddi ximg qua tdm L.
M'=V, (M)&M= Vl;l] (M)

(n (12
11) CAC TINH CHAT
1) Pinh Ii 1: Néu phép vi ty tim I ti s6 k bién hai diém M va N Ian luot thanh hai diém M’ va N’ thi
M'N'=kMN va M'N'=|k/MN
2) Pinh 1i 2: Phépvi tu bién ba diém thang hang thanh ba diém thing hang va khong 1am thay doi thir tu
clia ba diém do.
Tur cac dinh li trén ta c6 cac hé qua sau:
3) Hé qua
Phépvi tu ti sk
a) Bién duong thang khong qua tAm vi ty thanh duong thiang song song vdi duong thing da ch.
b) Bién duong thing qua tAm vi tu thanh chinh no.
¢) Bién tia thanh tia.
d) Bién doan thing thanh doan thing ma d6 dai dugc nhan lén véi |k| .
e) Bién tam giac thanh tam gidc dong dang véi ti sb dong dang 1a |1<| .
f) Bién goc bang goc ban dau.
Chay:
Qua phép V,,,,, duongthang d bién thanh chinh n6 khi va chi khi duong thang d qua tam vi twr O.
111) ANH CUA PUONG TRON QUA PHEP VI TU
Dinh i 3: Phépvi tu ti sb k bién mot duong tron c6 ban kinh R thanh duong tron ¢6 ban kinh |1<|R .
Chu y: Néu phép vi ty tim O ti sé k bién duong tron (LR) thanh dwong tron (IR') thi
R' R |, ~—
kl=— < k=t— v OI'=0I
K| = R\ :

IV) TAM VI TU CUA HAI PUONG TRON

Vi hai duong tron bat ki luon c6 mét phép vi tu bién dudng tron nay thanh dudng tron kia. Tam cla
phép vi tu nay duoc goi la tam vi ty ctia hai dudng tron.

Néuti sé vi ty k>0 thi tAm vi ty d6 goi d tAmvi tu ngoai, néu ti sdvi ty k<0 thi tAmvi tw d6 goi 14
tam vi tu trong.
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Hai duong tron c6 ban kinh béng nhau va khac tam thi chi c6 mot tam vi ty trong, d6 chinh 1a trung
diém cua doan noi tam.
Hai duong tron c¢6 ban kinh khac nhau thi c6 mét tm vi ty ngoai va mdt tdm vi ty trong.

Puong tron (C) bién thanh chinh né khi va chi khi dudng tron (C) ¢6 tim [a tAm vi tu va ti s vi tu
k=41,

B) PHUONG PHAP GIAI TOAN
DANG 1: Tim tga d9 hay phwong trinh ciia dnh qua phép vi tu timI(a; b) ti so k.
PHUONG PHAP GIATI:
Goi M(x;y) la diém thuoc mot dudng nao do.
Goi M'(x’;y') la anh ctia M qua phép vi ty tam I, ti s6 k. Ta co:
x'—azk(x—a) x'=k(x—a)+a
&
y-b=k(y-b) |y'=k(y-b)+b
T (I) ta tim duoc toa 46 M’ 1a anh ctia M.
Tu d6 ta cling tim duoc phuong trinh anh ctia mdt dudong nao do.

ITVI':kIﬂ@{ 0

Cau 1: Trong mit phang toa d6 cho dudng thang d:3x+2y—6=0 . Hay viét phuong trinh ctia dudng
thing d’ 14 anh cta duong thing d qua phép vi tw tdm 1(1;2) ti s vi tw k=-2 ?

LOI GIAI
Goi M(x;y)ed < 3x+2y-6=0 (1).
Goi M'(x;y") 1a anhciia M qua phép vi tu tim It s6 k=-2:
x'-1 x'-3
. [xm1=2(x-1) S tIE
oM=2IMeq = ; .
y'-2=-2(y-2) y=2 ,_y-6

Do d6 (1) @3£X _23]+2[y—_26J—6 =0 3x'+2y'-9=0

oM'ed ' < 3x'+2y'-9=0
Do vay anh ctia duong thiang d qua phép vitu 1a d': 3x+2y-9=0

Cau 2: Trong mit phang Oxy cho dudong tron (C): (x —3)2 +(y+ 1)2 =9 . Hay viét phuong trinh dudng
tron (C?) 1 anh ctia duong tron (C) qua phép vi tu tam 1(1;2) tisd k=-2.

LOI GIAI

Puong tron (C ) co6 tam K(S;—l) ban kinh R=3. Goi K'(x’;y") la tam va R’ Ia ban kinh cta (C’), voi

(C’) 1a anh cta (C) qua phép vi ty tam I ti s6 k=—-2. Ta c6 toa do ctia K’ théa min biéu thuc toa do ctia
phép vi tu :

. [x-1=2(x-1) x'-1=-2(3-1) X'=-3
IK'=-2IK
{ oiy'-2=2(y-2)ey'-2=2(-1-2)=1{y'=8 =K'(-3;8)
R=[-2R 7| . _
R'=2R R'=23=6 R'=6

Vay (C): < (x+3) +(y—6) =36
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Cau 3: Cho ba diém A(O;3),B(2; —1),C(—1;5) . Ton tai hay khong ton tai mot phép vi tu tim A ti s6 k
dé bién B thanh C?

LOI GIAI
Gia str ton tai mot phép vi tu tim A, ti s6 k bién B thanh C.
1
. o [-1=k2 k:‘g 1 £ A .
CécC= Vian(B) < AC= kAB < {2 (4) & 1° k= - (dung). Kétluan ton taiphép vi ty tdm
= o k __1

2

Atisd k= —% & bién B thanh C.

Céau 4: Trong mit phing Oxy cho hai Parabol c6 phuong trinh y=ax’ va y =bx’(a#b) . Chirng minh

rang c6 mot phép vi tur bién Parabolnay thanh Parabol kia.
LOT GIAI
Trong mit phiang Oxy, phép vi tu Vo, bién diém M(x;y) thanh diém M'(kxky) .

Goi (P,) Ia Parabol y=ax* va (P,) Ia Parabol y =bx" .

Ta chimg minh Vo, :(P;) - (P,) v6i hé s 1i 16 k==

That vay, néu M(xy)e(P) thi (xl;yl)z(xl;axf) nén anh M’ <c¢6 toa do:

2
(%xl;%axfj = [%xl;b[%axlj J = (XZ;bXZ) c (PZ) (dpem).
Cau 5: Trong mit phing Oxy cho hai diém A(2;1) va B(8;4) . Tim toa d6 tim vi tur ctia hai dudng tron
(A;2) va (B;4).

LOI GIAI
Hai duong tron di cho khong ddng tAm va ¢ ban kinh An lwgt R=2, R'=4 nén c6 hai phép vi tu ti

1

s6 k= iRE =42 bién dudng tron (A;2) thanh dudng tron (B;4) . Goi I(x;y) 1a tamvi ty, ta ¢6

ﬁ:izﬁ@{&x:ﬂ(z_x) {X=—4;y=—2

4-y=22(1-y) |x=4y=2

Vay tam vi tu ngoai la 1(—4;-2) va tam vi tu trong 3 1'(4;2).

Cau 6: Trong mit phang toa dd Oxy cho mot phép bién hinh T bién diém M(x;y) thanh M'(xy") xac
. '=3x-4
dinh bdi bicu thic toa dd sau day: {X' X
y'=3y-2
a) Chirng minh T la mdt phép vi tu.
b) Tim 4nh (C’) cita dwomgtron (C):x* +(y—1)" =1 qua phép bién hinh T.

LOI GIAI
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X'=x .

Goi I Ia diém bién hinh chinh n6 qua phép bién hinh di cho. Ta cd { nén

y'=y
{x=3x—4 {x=2
=
y=3y-4 y=1
Vay diém 1(2;1) bién thanh chinh n6 I tim vi tu.
Taco IM=(x-2y-1);IM'=(x'-2;y'~1) = (3x—6;3y -3) = 3(x-2;y -1)
—=IM'=3IM. Vay T la phép vi ty tam 1(2;1) tisd k=3.

1 Al
X'=3x—4 x:—(x+4

o , thay vao (C):x* +(y~1)’ =1 ta dugc:
y =oy—

b) fo{ :
y=3(y+2)

1, . w (1, 1Y e
5(><+4) +[§y—5j =1e(x+4) +(y'-1) =9
2

Vay phuong trinh (C'): (x+4) +(y-1)" =9.

DANG2: Tim quy tich:

Cau 7: Tam gidc ABC c6 hai dinh B, C cddinh, con dinh A chay trén mot duong tron (O; R). Tim quy
tich trong tdim G ctia tam giac ABC.

LOT GIAI A

Goi [ trung diém cua BC, do BC ¢b dinh nén I ¢ dinh.
ViG la trong tam

AABC < 1G =§IA <G :V[ ]](A) . Vi A di dong trén duongtron A2

I;g G/
ban kinh R suy ra tip hop diém G nam trénduong tron tim nk
%Véi 0'=V (0). B , '
L

)

Céau 2: Cho duongtron (O)va mot diém P ndm trong dudng tron d6. Mot dudng thing thay déi di qua

P,cit (O)tai hai diém A va B. Tim quy tich diém M sao cho PM =PA +PB .

LOI GIAI

PA +PB

Goi 1 14 trung diém cua AB thi PI= , boi viy PM =

A
duong tron duong kinh PO’.

DANG 3: DUNG HINH
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PHUONG PHAP:
Pé dung diém M, ta c6 thé xem M nhu la anh ctia mot diém da biét qua mot phép vi tu, hodc xem M
nhu i giao cia mot duong cd dinh véi anh ciia mot duong da biét qua mot phép vi tu.

Cau 1: Cho tam giac ABC c6 hai goc B va C nhon. Dung hinh chit nhat DEFG c6EF =2DE  véihaidinh D, E
nam trén BC va hai dinh F, G 1an lugt ndm trén AC, AB.

LOI GIAI

(hinh 1). Khi d6 tir mot diém G’ tuy ¥ trén doan thang AB ta 8yf
chit nhat D’E’F’G’ ¢ E'F'=2D'E' , hai dinh D’, E’ nam tré Ii
BG _ ©b _ 2GF _ GF .Do d6 B, F’, F thing hapg.
BG' G'D' 2G'F' G'F' /
Tir d6 ¢6 thé xem hinh chit nhat DEFG 1a anh cgigthin

% Tu dota c6 cach dung: Hinh 1

&6 phép vi tu tam B ti s6

Lay diém G’ tiy ¥ trén canh AB
Dung hinh chit nhdt D’E’F’G’ ¢c6 E'F'=2D'E' hai dinh D’, E’ nam trén BC.

Pudng thing BF’ cit canh AC tai F. Pudng thing qua F song song v&i BC cét
canh AB tai G. Goi D, E lan Iuot 13 hinh chiéu vudng goc ctia F, G trén dudng
thang BC.

Ta s& chirng minh DEFG 1a hinh chit nhat cin dyung:

GF BG GD

GF BG GD'

That vay, vi GF||G'F', GD||G'D' nén . Tur d6 suy ra

GD _G'D'

=2
FGF . Do d6 hinh chit nhat DEFG I hinh can dung.

Cau 2: Cho tam giac ABC c6 ba goc nhon. Hay dung hinh vuéng MNPQ, sao cho M, N lan lugt nam
tréncanh AB, ACvaP,Q nam trén canh BC.

LOI GIAI A
Gia sirda dyng duoc hinh vudng MNPQ théa min yéu cau dé/baiXéf phép vi
AB M
m a
Qua phép vi tu tam A ti s6 k thi cac diémM, N, P, Q lan ﬂqu’t Qlén thanh B, C,] €
P’,Q’ (hinh 2). Ta c6:
MN AM MQ

MQ|| BQ' = = 3
QIIQ:BC AR BQ,,ma

MN=MQ =BC=BQ',
Tuwong tu tacé6 BC=CP', Do dé tr giac BCP’Q’ 13 hinh V ong
Ta dung duoc BCP’Q’ nén dyng duoc hai diém P, Q. Vay dung ddg’2hinh Vuong MNPQ.

Céach dung:
Duyng hinh vuéng BCP’Q’ vé& phia ngoai tam giaic ABC.

\ \ ' i e ' 1
Dung P=V,,, (P), Q=Viu) Q). M =Viax (B), N=Viau) (C) voi k T

tu tim A tisd k=

Ta dugc tir gidc MNPQ Ia hinh vuéng can dung.
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Chung minh
Ta c6 tor gidc MNPQ 1a énh cua tor gidc BCP’Q’ qua Viax) » ma tir giac BCP’Q’ Ia hinh vudng nén tu
gidc MNPQ Ia hinh vubng.
Bai toan c6 mdt nghiém hinh.
Cau 3: Cho nita duong tron dudng kinh AB. Hay dung hinh vuéng c6 hai dinh nam trén nita dudng
tron, hai dinh con lai nam trén duong kinh AB.
LOI GIAI

Goi O trung diém ctia AB. Gia str dung duoc hinh vuéng
thugc duongkinh AB; P, Q thugc nira dudongtron. Khi d6O p
ctia MN. Néu liy hnh vuéng M’N’P’Q’ sao cho M’, N’ th
OM ON OP OQ ,
OM' ON' OP' 0OQ'

Tur d6 suy ra hinh vuong MNPQ 1a anh ctia hinh vuéng M
va 0,Q, Q’ thang hang. Vayta c6 cach dung:

Duyng hinh vuéng M’N’P’Q’ nam trong nita hinh tron sao cho M’N” thuéc AB va O i trung diém cta
M’N’. Tia OP’ cit nita duong tron tai P; tia OQ’ cét nita duong tron tai Q.

Khi d6 dé thiy tir giac MNPQ 14 hinh vuéng can dung.

diém ctia M’N”, thi dé thay

"N’P’Q’ qua phép¥i tutam O, suy ra O, P, P’

Cau 4: Cho diém A ¢ dinh trén dudng tron (O) va diém B ¢ dinh nam trén duong thang d khong di qua
A. Hiy xac dinh trén d mot diém C, sao cho tam giac ABC c6 trong tAm nam trén duong tron (O).

LOI GIAI
Gia sir diém C da dung dugc. Goi I trung diém ctia AB, ta co1 ¢b dinh.

Mitkhac Ced  dodé Cla giao diém ctia (0°) va d.
Cach dung:
Dung trung diém I ctia AB.

. 3
Dung dudng tron (O’) 1a anh cua (O) qua phép vi tu tAm I ti s6 k= 5
Dung diém C 13 giao diém ctia d va dudng tron (O”).

Khi @6 C Ia diém can dung.

Chitmg minh
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Trong tam gidc ABC c6 CI la dudng trung tuyén. Néu goi G 1 trong tdm ciia AABC thi V[ 2) bién C
I;E
thanh G nén qua V[ﬂ] dudng tron (O”) bién thanh (O) hay G€(O) . Vay C I diém cn dung.
3
Bién luan
(d) cat (O”) thi bai toan ¢ hai nghiém hinh.
(d) tiép xuc véi (O) thi bai toan c6 mdt nghiém hinh.
(d) va (O’) khong c6 giao diém thi bai toan khong c6 nghiém hinh.

Cau5: Cho duong tron (O) voi day cung PQ. Dung hinh vuéng ABCD c6 haidinh A, B nam trén duong
thdng PQ va hai dinh C, D ndm trén dudng tron.

LOI GIAI N 1 M
Gia su da dung duoc hinh vuéng ABCD thoa man diéu/Kign cua bai toan.
Goi I 1a trung diém ctia doan thing PQ thi OI 1a duong trun@xre-ctia PO

cling 1a duong trung truc cua DC va do d6 cling 1a dudng trung triic cuad AB.
dosuy ra, néu dung hinh vudng PQMN thi c6 phép vi tu tam [ ién hinh v{on
PQMN thanh hinh vuéng ABCD. 0
B \AA O

=

UQ

Cach dung P\ A I B /Q

Duyng hinh vuéng PQMN. Liy giao diém C va C’ cua du’&gthél g IM va-duong tron, 1y giao diém D
va D’ cua IN va duong tron( ta ki hiéu sao cho hai diém C, D ndm&é n®t phia di véi duong thing PQ).
Goi cac diémB, A, B’, A’ lan luot 1a hinh chiéu cua cac diémC, D, C’, D’ trén duong théng PQ. Ta dugc
c4c hinh vuéng ABCD va A’B’C’D’ thoa mén diéu kién cua bai toan.

DANG 4: CHUNG MINH TiNH CHAT HINH HQC
PHUONG PHAP
Tim mot phép vi ty véi tam va ti s6 thich hop.
Str dung céc tinh chit ctia phép vi tu dé chung minh tinh chat ma baitoan yéu cau.

Cau 1: Cho tam giac ABC. Goi A’,B’, C’ 1an Irot a trung diém cua cac canh BC, CA, AB. Goi [, G, H
1an Iuot 1 tim dudng tron ngoai tiép, trong tim va tryc tAm cua tam gidc ABC.

a) Chirng minh I 1a truc tAm cua tam giac A’B’C’.

b) Tim anh ciia A’B’C’ qua phép vi tutdim G ti s6 k=-2 .

¢) Ching minh GH =-2GI (Nhu vay khi ba diém G, H, I khong tring nhau thi ching nam trénmot dudng
thdng, duong thing ndy goi 1a dudng thing O — le).

d). Goi I’ 1a tAm dudng tron ngoai tiép tam giac A’B’C’. Ching minh I’ 14 trung diém cua IH.

LOI GIAI

Taco L0 HPC Laime ¢ A
a) Taco BC||B'C (D).
Tuong tytacd IB' LA'C (2).
T (1) va (2) suy ralla truc tdm ctia tam giac A’B’C’.
b) Ta co: L <G !

GA=-2GA'=V, , (A)=A
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GB=-2GB'=V,, , (B)=B
GC=-2GC' = V(G;i2
|(AA'B'C)

(€)=¢

Vay AABC=V,_

¢) Theo cub) AABC=V,. , (AA'B'C’), ma I va H lan luot la truc tim ciia AA'B'C' VA AABC, nén

Vv

(G2)

(I)=H=GH=-2GlI .

d) Theo caub) AABC =Vic2) (AA'B‘C') ,ma I’ vaTlan luot 13 tAm cua duong tron ngoai tiép AA'B'C’

va AABC, nén Vv ,

Ma GH =-2GI = GH+GI = -GI = GH-2GI' =—CI
=GH-GI'=GI'-GI=I'H=II'=1' 1a trung diém cua IH.

|(I')=1=GI=-2GI".

Cau 2: Cho dudng tron (O) c6 duong kinh AB. Goi C 1a diém ddi xtng cua Aqua B, PQ la mot duong
kinh thay d6i ctia (O). Puong thang CQ cit PA va PB lan luot tai M, N.

a) Chtng minh rang Q 14 trung diém ciia CM; N 1 trung diém cua CQ.

b) Tim quy tich ctia diém M va N khi duong kinh PQ thay doi.

LOT GIAI
a) Co AB va PQ Ia hai duong kinh cua dudngtron (O) nén
APBQ I hinh chit nhat, do d6 AP||BQ va AQ||BF
Trong AACM c¢6 BQ la duong trung; ‘binh nén suy ra N
trung diém ctia MC, va BN la duong trung binhsctatam— e c
giac ACQ suy ra N trung diém ciia CQ

b) C6 CM=2CQ &M=V 2) Q) . Vi Q di dong trén duorng tron tim O bankinh R suy ra tdp hop diém M

nam trén dudng tron tim O’ ban kinh bang 2R v6i O V (O)
C6 CN = %(TQ < N= V(C 1](Q) . ViQ di dong trén duong tron tim O ban kinh R suy ra tip hop diém N
2

A X 2 WA st 1. RO
nam trén duong tron tdm O’ ban kinh bang 5 VoI O"= V[ lj(O) .
C;E

Cau 3: Cho duong tron (O;R) va diém A ¢ dinh. Mot day cung BC thay d6i cia (O;R)c6 do dai

khéng d6i BC=2. Tim tap hop cac diém G sao cho GA+GB+GC =0
LOI GIAI
Tacd GA+GB+GC=0<G I trong tim AABC.

Goi M 1a trung diém cua BC thi E/I:gﬁ ,suy ra M Ia anh ctfa (

Vitt_IVtémA,tisék=%.
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Vi BC=2 khong ddinén OM=+R?—1 (khong di). Do d6 tap hop diém M
la dudngtron (O;R') ban kinh R'=OM = JR?~1.Vaytap hop diém G 1a duong

tron (I) 1a anh cia dudng tron (O;R') qua phép vi tu tim A, ti s k :% .

DANG5: XAC PINH TAM VI TU CUA HAI PUONG TRON

Xac dinh tam vi ty trong va tdm vi tu ngoai clia hai duong tron trong cac truong hop sau:
a) Hai dudng tron tiép xtc ngoai nhau.
b) Hai dudng tron tiép xtc trong nhau.

) Mot duong tron chira dudng tron kia.
LOI GIAI
Goi I 1a tAm vi ty ngoai va I’ 1a tam vi ty trong cua hai dudng tron (O) va (O).

cau a) Cau b) Cauc)

a) Néu (0) va (O”) tiép xuc ngoai thi tiép diem I’ Ia tim vi ty trong, giao diém ciia OO’ véi tiép tiép tuyén
chung ngoai cta (O) va (O’) néu cé la tim vi tu ngoai.
b) Néu (0) va (O°) tiép xtic trong thi tiép diém I 13 tAm vi tyr ngoai, tAm vi ty trong I’ 1 giao diém cua OO’
va MM’ trong d6 OM,OM' 14 hai vec to ban kinh ngugc hudng cta (O) va (O”).
¢) Gia st (O;R) nidm trong (O5R'"),(R<R') . Ta lam nhu sau:

Lay diém M bt ki thudc (O).

Duyng duong thang qua O’ song song véi OM, cit (0°) tai M” va M”’ (hai diém M va M’ cuing phia d6i
voi dudng thing 00?).

Dung I =MM'nOO" va I'=MM"nOO'

bac biét, khi O tring O’ thi [ va I’ trung voi O.
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