HOC360.NET - TAI LIEU HOC TAP MIEN PHI

PUONG THANG VA MAT PHANG VUONG GOC

A. CHUAN KIEN THUC

A.TOM TAT GIAO KHOA.
1. Pinh nghia.
Puong thang d duoc goi la vudng goc véi mit phang (a) néu nd vudng goc véi
moi duong thang nam tromg (0() .
Vay dJ_(a)@dJ_a,Vac(a).
2. Piéu kién dé duong thang vudng géc véi mat phang.
Pinh li: Duong thang d vudng gdc véi mat phing (a) néu nd vudng goc véi
hai duong thang cat nhau nam tromg (oc)

dla

dlb

c (a),b c (a)

anb=M d

3aJ_(a).

. Tinh chat.

My
e C6 duy nhat mot mat phang di qua mot diém cho )|\/|<
trude va vudng goc véi mot duong thang cho = b

trudc.
e C6 duy nhat mot duong thang di qua mot diém cho truedc va vudng goc véi
mot mat phéng cho trudec.

03]

4. Su lién quan gitta quan hé song song va quan hé vudng goc.
b
a /b a#
1. (a)La:(a)J_b (h1) 2.al(a)=a/b (h2)

bL(a)

()= (P)
3. {a //(ﬁ):u([s) (h3) 4. {(a)La =(a)/(B) (h4)
aJ_(a) ([5)J_a
/o az(a)
5. =bLa (h5) 6.ialb =a/(a) (h6)

o o
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a

b :7
a B | b
l
(h1) a I (h2)

(h3)
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5. Phép chi€u vudng goc va dinh ly ba duwong vuéng
goc.

5.1. Dinh nghia : Cho duong thang d 1 (a) .
Phép chiéu song song theo phuong d 1én mit phing

(a) duoc goi 1a phép chiéu vudng goc 1én mat phang

(«). 1 v

5.2. Pinh li ba dwong vuong goc.

Cho duong thang a nam trong mat phang (a) va b 1a duong thang khong
thuoc ((x) dong thoi khong vudng goc voi ((x) .Goi b' 1a hinh chiéu

cta b trén (a). Khidéoalb«<alb'.

5.3. Goc giita duong thang va mat phang,.
Cho duong th:fmg d vamat ph:fmg (a) .
e Né&u d vudng goc véi va mat phang (a) thi ta néi goc gitta duong thang d
va mat phéng (a) béng 90°.
e Néu d khong vudng gdc véi va mat phang ((x) thi goc gitta d vdi hinh chiéu
d' ctia no trén (a) duoc goi 1a goc gitta duwong thang d va mat phang (a) .
B. LUYEN KI NANG GIAI CAC DANG BAI TAP.
Bai toan 01: CHUNG MINH PUONG THANG VUONG GOC VOI MAT
PHANG.
Phuong phap:
Muén chiing minh duong thang d L (oc) ta ¢ thé dung mot trong hai cach sau.
Cdch 1. Chting minh d vudng goc v6i hai duwong thang a,b catnhau trong (a) .
dla
dlb
ac (a),b c (a)
anb=I

:>aJ_(a)

Cdch 2. Chttng minh d vudng goc véi duong thang a ma a vudng goc véi (a) .

{?a/gia:di(a).
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Cacvidu

Vidu 1. Vi dy 1. Cho hinh chép S.ABCD c¢ day la hinh vuéng ABCD tam O va
cd SA L (ABCD). Goi H,K Tan lwgt la hinh chiéu vudng goc cua diém A trén
cac canh SB,SC va SD.

a) Ching minh BC L (SAB),CD L (SAD),BD L (SAC).

b) Chiing minh SCJ_( ) va diém I thudc mit phang (AI—IK) .

¢) Chting minh HK 1 (SAC) va HK L Al

Loi giai.
a) Vi ABCD Ia hinh vuéng nén BC L AB ,
lai c6 SA L(ABCD)=SA LBC.
. {BC L AB
ay

= BC L(SAB).
BC L SA

= CD 1 (SAD).
CD L SA

Ta c6 day ABCD Ia hinh vudng nén
BD L AC, BD LSA=BD L(SAC).

BC L (SAB)
AH c (SAB)

. {AH 1BC
ay

{CD LAD
Tuong ty

b)Tacc'){ = BC L AH.

= AH 1 (SBC)=AH LSC.
AH 1 SB

AK 1SD
AK L CD
. |sCLAH
ay{SCLAK
A e(AHK)
AILSC = Alc(AHK).
SC L (AHK)

Tuong tu { = AK 1 (SCD)= AK L SC .

= SC L (AHK).

SA 1 AB

SA LAD

Hai tam giac vuéng SAB va SAD bang nhau ( do ¢6 SA chung va AB=AD)
SH _SK

suy ra SB=5D,SH=5K = = HK / BD
SB SD

Mit khac BD L AC = HK L AC.
~ [HK LSC
Y 1HK L AC

c) SAL(ABCD):{

= HK L (SAC).
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Vi du 2. Cho t¢ dién OABC c¢6 OA,OB,OC d6i mot vudng goc véi nhau. Goi H
1a hinh chiéu vuong goc ctia O trén mat phang (ABC) . Chting minh:

a) BC L(OAH)

b) H la truc tam caa AABC

9 1 _ 1 .1 1
OH?> OA? OB* OC*’

Loi giai.
a) Taco
{OA 1OB

= OA L (OBC)=OA LBC (1)
OA 1 OC

. {OHJ_(ABC)
Lai c6 =OH LBC (2)
BC < (ABC)

Tix (1) va (2) suy ra BC L(OAH).
b) Do OH 1 (ABC)=OH LAC (3) @

OB LOA
OB L OC

(3) va (4) suy ra AC L(OBH)=AC LBH (5)
Lai c6 BC J_(OAH) = AH 1 BC (6) Tw (5),(6) suy ra H la triec tam ctia tam
giac ABC.

= OB L(OAC)=OB LAC (4)Tu

Ol = (OAH)
¢) Goi I=AHNBC, do =BC_LOI
BC L(OAH)
Ta giac OAI vuodng tai O c6 duong cao OH nén ta cd L —L+L (*)
& B & OH? OA? OF '/
Tuwong twr cho tam giac OBC ta co L. 1 + thay vao (*) thu duoc

O’ OB* 0OC?
1 1 1 1
2 = sttt 2"
OH®" OA® OB° 0OC
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Vi du 3. Cho duong tron (C) duong kinh ABtrong mit phing (a) , mot duwong
thang d vuong géc véi (a) tai A;trén d 1dy diém S# A va trén (C) lay diém
M ( M khéac A,B).

a) Chting minh MB L (SAM).

b) Dung AH vudng goc voi SB tai H; AK vuong goc véi SM tai K. Ching
minh AK 1 (SBM),SB L (AHM)

c) Goi I la giao diém cua HK va MB. Ching minh Al 1a tiép tuyén cua duong
tron (C)

Loi giai.
, {SA 1(a)
a) Ta cod
MBc(a)

Lai co6 MB L MA (2) (t/c gbc chan nira dudng tron)
Tt (1),(2) suy ra MBJ_(SAM).

=SALMB (1)

b) Tac6 AK LSM, S
MB L (SAM),AK < (SAM)=MB L AK. | \
Suy ra AK_L(SBM). ST
N/ W/ —
AK 1 (SBM) )
Tuong tw = AK LSB, /SN
SB < (SBM) / RENN
A B
lai c6 AH 1 SB suy ra SB L (AHK). \J
{AIC(AHK)
c) Ta c6 = AL LSB (3)
SB L (AHK)

Al<(a) ATLSA (4).Tu (3),(4) Al L(SAB)= Al L AB hay Al L
SAJ_(a):> ( ) w (3), suy ra = ay a

ti€p tuyén ctia duwong tron (C)

Vi du 4. Cho tam gidc ABC can tai dinh A ¢4 géc A=120", canh BC= a\3. Lay
diém S¢ (ABC) sao cho SA=a. Goi O la tdm duwong tron ngoai ti€p tam giac

SBC . Chting minh AO 1 (SBC).

Loi giai.
Dé giai bai toan nay, trudc tién chung ta chiing minh mot két qua sau:

Trong khong gian tdp hop cdc diéin cich déu ba dinh ciia mot tam gidc 1o dwong thing di
qua tdm dwong tron ngoai tiép va vudng goc véi mdt phiang chiva tam gidc d6. ( dwong
thing nay duwoc goi 1 truc ciia dwong tron ngogi tiép tam gidc do).

Group: https://www.facebook.com/groups/tailieutieuhocvathcs/



https://www.facebook.com/groups/tailieutieuhocvathcs/

HOC360.NET - TAI LIEU HOC TAP MIEN PHI

Chitng minh: Goi M la diém cach déu ba dinh cuia tam giac ABC
va O la hinh chiéu cua trén cia M trén (ABC).

Cac tam giac vuong MOA,MOB,MOC c6 MO chung.
Vay MA=MB=MC < OA=0B=0C < O la tam
duong tron ngoai ti€p tam giac ABC.

Vay tap hop cac diém M céch déu ba dinh ctia tam giéc
la duong thang vuong géc véi mat phang (ABC) tai tam

duong tron ngoai ti€p tam gidc ABC
Quay lai bai toan

Goi M 1a trung diém ctia BC, ta c6 AABC can tai
A=AM 1 BC.
S B
a3
AB=—M _ 2 _, Matkhic AC=a
sin60 \/5
2 O
suyra AS=AB=AC=a, diém A cach déuba
dinh S,B,C cua ASBC, do d6 goi O la tam A
duong tron ngoai ti€p ASBC thi AO la truc C
duong tron ngoai ti€p ASBC suy ra
AO L (SBC).

<

B

Bai toan 02: THIET DIEN PI QUA MOT PIEM VA VUONG GOC VOI MOT
DUONG THANG.

Phuong phap:

D€ xac dinh thiét dién ctia mit phang (a) di qua diém O va vudng goc voi
duong théng d véi mot hinh chép ta thuc hién theo moét trong hai cach sau:
Cdch 1. Tim t4t ca cac duong thang vudng géc véi d, khi do (a) s€ song song
hodc chita cdc dudng thang nay va ta chuyén vé dang thiét dién song song nhu
da biét o ( dang 2, §2 chuong II).

Cdch 2. Ta dung mit phang (0() nhuw sau: d

Dung hai duong thang a,b cat nhau cling vudng goc

véi d trong d6 c6 mot duong thang di qua O, khi
do (oc) chinh 1la mat phéng mp(a,b).

o
—

Cacvidu I3 I
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Vi du 1. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD Ia hinh thang vudng tai A,B véi
AB=BC=a,AD=2a; SA L (ABCD) va SA =2a.Goi M 1a mdt diém trén canh
AB, (a) la mat phang di qua M va vuong goc voi AB.Dat AM= X(O <X< a) .

a) Xac dinh thiét dién cua hinh chdp khi cdt boi («) .

b) Tinh dién tich thiét dién theo a va x.

Loi giai.
Be(a) S
a) Tac6 <BC L AB=BC //(a).
(x) LAB
Ae(a)
Tuong tu {SA L AB = SA //(a).
(a)J_AB

Me(ABCD)
BC < (ABCD)=(a)n(ABCD)=MQ // BC,QeCD.
BC //(«)
Me(SAB)N(a)
Tuong tw {SAc(SAB) = (a)n(SAB)=MN //SA,NeSB.
SA // ()
N &(SBC)n\(a)
BCc(SBC) = (a)n(SBC)=NP //BC,PeSC.
BC // («)
Thiét dién la t& gidc MNPQ.
MQ // BC
NP // BC
MQ // AB
Mit khac {MN // SA =MQ L MN suy ra thiét dién 1a mét hinh thang vudng tai
SA L AB

b) Ta c6 { = MQ // NP nén tt giac MNPQ la hinh thang.

M va N.
1

MNPQ — E

S (MQ+NP)MN

Group: https://www.facebook.com/groups/tailieutieuhocvathcs/



https://www.facebook.com/groups/tailieutieuhocvathcs/

HOC360.NET - TAI LIEU HOC TAP MIEN PHI

Goi I la trung diém cta AD va K=CInMQ.

2ala—x
Do MN // SAnén —— MN _ BM = MN = BM.SA = ( )
SA BA BA a

NP SN AM BC.AM ax
BC SB AB AB a
Xét trong hinh thang ABCD ta c6:

KQ_CK_AM KC_ID.BM:a(a—X):a_X
ID CI AB BA a

MQ=MK+KQ:a+(a—x):2a—x.

:2(a—x)

MNPQ

S =%(2a—x+x)2(a—x)=2a(a—x).

Vi du 2. Cho hinh chép S.ABC c6 ddy ABC la tam giac déu canh béng a,

SA L (ABC) va SA =2a.Goi (a) la mat phang di qua B va vuong géc véi SC.
a) Xac dinh thiét dién cua hinh chép S.ABC khi cit boi ().

b) Tinh dién tich cta thiét dién nay.

Loi gii.
a) Goi I la trung diém ctia AC, dung S
TH 1 SC,HeSC.

BILAC
Ta c6 = BI L (SAC). Mt khac TH 1. SC

BI LSA
nén (BIH) LSC. Vay (BIH) chinh la mat phing H
(a) di qua B va vudng goc véi SC. C
Thiét dién la tam giac IBH. A 1 -
b) Do BI L(SAC)=>IB LIH nén AIBH vuéng tai
L.

a\/_ B

= —— ( duong cao cua tam gidc déu canh a).

Hai tam gidc CHI va CAS c6 goc C chung nén chung dong dang. Tt d6 suy ra

a
H CI CISA  CISA 5% 5[5
_:_:IH =
SA Cs CS  JSA'+ACT dai+ra 5
Vay S _laV3 aJ— a* V15
Y e Ty 20
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Bai toan 03: TINH GOC GUA PUONG THANG VA MAT PHANG
Phuwong phap:

Dé xac dinh géc gitta duong thing a va mét
phang (a) ta thuc hién theo cac budc sau:

- Tim giao diém O=a m(a) iy
- Dung hinh chiéu A' ctia mot diém Aea

xudng (a) é
2 §al
- Goc AOA'=¢ chinh la goc gitta duong thang 0 A
a

/

A

a va (a) . 7
Luu y:
- D& dung hinh chiéu A' cua diém A trén (a) ta chon mot duong thang
b L(a) khidé AA'//b.
- Détinh goc ¢ ta st dung hé thiic lvong trong tam gidc vudng AOAA'. Ngoai
ra néu khdng xac dinh géc ¢ thi ta 6 thé tinh géc gitta dwong thang a va
| s ) ;
mat phang (oc) theo cong thtic sin(p:m trong do u la VICP ctia a con n
uj|n
la vec to cé gia vuong goc voi (a) .

Cacvidu

Vi du 1. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 day la hinh vuong canh a, SA L (ABCD) va

SA=av6. Tinh
a) Géc gitta duong thang SB véi mat phang (SAC) .
b) Géc gitta AC véi mat phang (SBC) .

Loi giai.
) {BO 1LAC

a) Ta ¢6 = BO L (SAC) suyra SO la
BO LSA

hinh chiéu ctia SB trén (SAC).
Véy (SB,(SAC))=BSO=¢.
a\2

B0 00T @
T SB AR 1AS: av7 14

= @ =arcsin

1
Jia”

Group: https://www.facebook.com/groups/tailieutieuhocvathcs/



https://www.facebook.com/groups/tailieutieuhocvathcs/

HOC360.NET - TAI LIEU HOC TAP MIEN PHI

b) Trong (SAB) goi H lahinh chiéu cta A trén SB

BC L AB
Vi = BC L (SAB)=BC L AH.
BC LSA

AH 1 SB

T d6 ta co
AH 1 BC

= AH 1 (SBC), hay CH la hinh chiéu cua CA trén

(SBC). Vay (AC,(SBC))=ACH=«.

1 1 1 1 1 7 6
7= 2+ 2=—2+—2=—23AH=a — .
AH® AS® AB° 6a” a° 6a 7

6
AH:a\/;:\/E J21
C a2 7

=>a= arcsinT .

sina =

Vi du 2. Cho hinh chép S.ABCD c6 day la hinh vuoéng canh a, O la tam cua day
, SO L (ABCD); M,N Ian luwot 14 trung diém ctia SA,CD . Biét goc gitta MN véi
(ABCD) bang 60 . Tinh gdc gitta MN va (SBD).

Loi giai.
Cdch 1.Ké MH // SO,HeOA .
MH // SO

° {so 1 (ABCD)
suy ra NH 1a hinh chiéu cia MN trén
(ABCD) = MNH chinh la géc gitta
duong thang MN v6i (ABCD).

HB’ =OH” + OB’

2 2
2 2

= MH L (ABCD)

2 8 2
_5a’
8
:NH:&.Xet AMHN ¢6
22
a5
Mn-_HN 22 =a£, MH = NH tan 60° :aﬁ.
cos60’ 1 NG 22

2
Goi I la trung diém ctia OB, ] la trung diém caa SO thi MJ /INva MJ=IN.

Goi K=]nMN = JK=%I] va MJ 1 (SBD)= MK] la géc gitta MN va (SBD).
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Ta c6 IJ? = JO* + OF* = MH? + OI2 = 8 {a“/_J

4
=T =ay2 va IK—aJ_
a2
Dat MK]:(p:tan(p:%—ajz—%.
2

Vay goc gitta MN va (SBD) la (pzarctan%.
Cich 2.Ta c6 MN=—(SC+ AB) = (80 + OC+ AG + OB) = {56+ AC + OB)

Suy ra MN? =i(so2 +AC?+OB? )= (so2 5a J

2
2
:MN:l,/so2 MG
2 2
MN.n

Ta co ¢ la géc gitta MN va (SBD) nén sing = I\KI‘H
n

( n lavec to co gia vudong

goc voi (SBD)).

AC1S0 S
= AC L (SBD) nén chon n=AC, tir d6 ta 6
AC 1L BD

LA L AC OB AC 1
~(sO+AC+OB)AC 1,
‘2( ) ‘_ 2AC 2a %

2 - 2 - 2 2( )
;\/SOZ+5&21.a\/E % 5024_5%&\/5 \/ZSO +5a

Do géc gifta dwong thang MN va (ABCD) bang 60° nén

1
MN.SO ~50°
ﬁz ‘ 2 :%gssoz :3(2502 +5a2)

R Y e

1 1
<250 =15a%. Thay vao (*) suy ra sing = —==> ¢ =arcsin— .
y ( ) y ¢ \/g % \/g

sing =

Vay goc gitta MN va (SBD) la ¢ :arcsin%.

Vi du 3. Cho hinh chép S.ABCD c6 day la hinh vuong canh a, tam O va
SO L (ABCD) Mit phéng (a) di qua A vavuong géc véi SC cat hinh chop
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theo mot thiét dién c6 dién tich S, = %aZ . Tinh géc giita dwong thang SC va mat

phéng (ABCD) .

Loi giai.
Gia st (a) cit cac canh SB,SC,SD Ian luot tai
cac diém H,J,K. Do

BD 1. SO
{BD 1L AC
(a) LSC=(a)// BD.
Vay

= BD 1 (SAC)=BD LSC ma

BD < (SBD)
BD // («) = KH / BD=HK L (SAC)=HK 1 A]
(SBD)n(a)=HK
, 1
dodd S, = EHK.AI .
Do SO L (ABCD) = OC la hinh chiéu ctia SC trén (ABCD) suy ra

(SC,(ABCD))=SCO=¢.
Ta co A]:ACsin(p:a\/Esin(p; SO=OCtan(p=¥tan(p.
ASOC~ASJI = SIJ =SCO=¢@p=AIO=SI]=¢.

T dd ta co OI:OAcotcp:#cot(p.

a2
HK _ SI 01 —, cote
2 4 a2
=1-—=1- =1-cot ¢
BC SO w2
—tan(p

:>KI—I:BD(1—cot (p):a\/_(l—cot2 (p).

1

Vay S,y = > —HK.AI= ax/ism(p a\/_(l cot (p) 2a’ sin(p(l —cot? (p)

Ttr gia thiét suy ra 2a’ s1r1(p(1 cot (p)—la & 4sin® @—singp-2=0

1+J_

sing = (do O<(p<—nen sing>0)
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+4/33
.

< @ =arcsin

Vay goc gitta dwong thang SC va mat phang (ABCD) la @ =arcsin 1+ g/% .

Vi du 4. Cho hinh hop chit nhat ABCD.A B,C D, c¢6 ddy ABCD Ia hinh vuong .
Tim géc 16n nhat gitta duong thang BD, va mit phang (BDCl) .

Loi giai.
Cach 1.
Goi I=ACNBD,O la trung diém caa BD, thi

Oe(CAAC).
BD L AC
(0]
BD L CC,

OH LIC,,HelC, thi OH L(BDC, ), vy goc giia

=BD 1(CAAC,), ha

duong thang BD, va mat phang (BDC1 ) la goc
OBH=a.Ddt AB=AD=a,AA =bthi
BD, = /AB® + AB® + DD? =2a’ + b’

2 2
_,op=Y& +b’
2
Dé thay HO=——1  —sina=20_ 1
52,1 OB a2 b?
a7+§ 2 §+a—2 +5
2 2
Doa—2+—2223sinaglza£arcsinl(Do 0<a<z)
b® a 3 3 2
Vay maxazarcsin% khi a=b.
CcichZ.C_B’:;,C—D:}ql,C—Cl:E:‘;‘:M:a,E:b

= «/;(2 +§2 17 =2’ +b?
Goi H 1a hinh chiéu cua C trén C,I thi CHLC]I va CH1BD=CH L (BDC,).
,CH CHCI CC b  2b?

BD, = —x+y+2, [BD;

Ta co =—= == nén
IH IHIC, a \/E a
2
2b?

. . — a2 . 2 o
CH= ~CC, + a 5 Cl=— > CC, +— 5-2CI

2b 2b a”+2b a”+2b

1+— 1+—;
a a
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2 CC 2 a b2 . b2 . a2 .
+ = X + +
a?+2b%> ' a?+2b? a’+2b*> a?+2b? y a? +2b? z
. 4 . 4 . 4 .
‘CH‘:\/( b X2+ b 2+ a x2 = ab

R N

N . . bZ . b2 . a2 .
(_X+Y+Z)[a2 +2b? x+a2 +2b? era2 +2b? Zj

CH.BD,
Vay sina = o ‘BD = o
V2a?+b? ———
l : \Ja? +2b?
_ ab
\/(az +2b? )(2&12 + bz)
Theo BT AGM ta c6 ab ab _é

<
\/(az + 2b2)(2a2 +b2) \/3{‘/a2b4 ?R‘/bza4
Vay sinaS%:aﬁarcsin%:maXOL:arcsin% khi a=b.

Bai toan 04: TIM TAP HOP HINH CHIEU CUA MOT PIEM TREN MOT
DUONG THANG HAY MOT MAT PHANG DI PONG.

Phuong phap:

D¢ giai cac bai toan dang nay trudc tién ta can nam chéc 10i giai cia hai bai toan
goc sau:

Bai Toan 1: Trong khong gian cho (a) va hai diém c6 dinh A va O vdi A ¢ (a) ,
Oe (a) , d la mot duong théng di dong trong (a) valuon diqua O.Goi H la
hinh chidu ctia A trén duong thang d . Tim tap hop diém H khi d di dong.
Loi gidi.

Dung AHJ_(a) suy ra H cd dinh. A

d.L AH
Ta cé :>dJ_(AMH) [\
d L AM

=d LHM. H

Trong mit phing (a) diém M nhin S
doan OH ¢6 dinh dudi mot goc @ M
vuong suy ra M thudc duong tron

dwong kinh OH trong (a) .

Bai Toan 2: Trong khong gian cho duong thang d va diém A 8 dinh
(a) la mat phang di dong nhung ludn chita d . Tim tap hop hinh chiéu vudng

goccua A trén (a) khi (a) di dong.
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Loi giai.
Goi ([3’) la mat phang qua A va vudng goc véi d va a= (a)m([%). Trong ([5) goi
H 1a hinh chi€u cua A trén a va D)
4 A . N, ~ A
E=d m(B) .Tacod AE c6 dinh va trong mat
phang ([3’) diém H nhi doan AE dudi mot —N—— — -
d -
goéc vudong nén H thudc duong tron dueong kinh AE . d g
¢ H~E
[74

Cacvidu

Vi du 1. Cho hinh hp ABCD.A B,C,D, c6 tat ca cic mat déu la hinh vubng véi
O la tdm ctia hinh hop va M 1a mot diém chuyén dong trén doan AB. Goi H la
hinh chiéu ctia C xudng duong théng OM. Tim quy tich diém H

Loi giai.
Phin thudn.
Goi 1=C,BABC,, do

{AB 1BC
AB 1 BB,
ma CI L BC, =CIL(ABC,D,)= CI L OH, mit khéc
OH L CHnén OH L (CHI)=OH LIH . biém H nhi
doan thgmg OI 8 dinh dudi mét géc vudng ddng thoi
HeOMc (ABClDl) c6 dinh nén H thudc duong tron
dudng kinh OI trong (ABC,D, ).

Gidi han.
Khi M=A thi H=H, trong d6 H, la hinh chiéu ctia C trén AC,.
Khi M=B thi H=H, trong d6 H, la hinh chiéu ctia C trén D,B.

= AB 1 (BCCB,)= AB LCI

Vay H chay trén cung H H,

Phiin dao.

Gia st H' 1a mét diém bat ki trén cung H H,, ta chttng minh ton tai diém M’

trén doan AB sao cho H' 13 hinh chiéu ctia C trén OM'.

Goi M'=OH'n AB. D& thdy IC L (ABC, )=I1C LOM'

Vay {OM: +1C ,=>0M'L (ICI—I') = CH' LOM', hay H' la hinh chiéu cua C trén
OM' LIH

OM'.

Két luan : Tap hop diémH la cung HH, .

Vi du 2. Trong mit phang (a) , cho mot diém O c8 dinh , mot duong thang d

c6 dinh khoéng di qua O, mét géc vudng xOy quay xung quanh diém O . C4c tia
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Ox,Oy cét d theo thit tw tai A,B. Trén duong thang vudng gdc véi mit phang
(a) va di qua O, lay mét diém S ¢6 dinh . Dung OE LSA,OF LSB. Tim quy
tich cac diém E va F khi vuéng xOy quay xung quanh diém O.

Loi giai.

Dung OH L (SAB)thi H ¢8 dinh . Do

OH L (SAB)=OH LSE, mat khac OE 1 SE

= SE L (OEH)=SE L EH. Diém E nhin doan SH 8
dinh trong mat phang mp(S,d) nén E thudc duong
tron duong kinh SH trong mat phang mp(S,d).
Tuwong te F thudc duong tron duong kinh SH trong

mat phang mp(S,d).
Phiin ddo.( ban doc tu giai)
Vay tap hop cac diém E va F la duong tron duong kinh SH trong mit phang
mp(S,d)bo di hai diém S va H.

Vi du 3. Cho hinh chép S.ABC c6 SA L (ABC), tam gidc ABC vuong tai B. Goi

M la mét diém trén canh SA . Tim tap hop hinh chiéu vudng goc cuia S trén
(MBC) khi M di dong trén doan SA.

Loi giai.
Phin thudn. S
BC LSA
Ta c6 = BC L (SAB). H
BC L AB
Dung SH L MB,HeMB, khi d¢ ta c6 M
SH < (SAB)
=SH 1L BC=SH L(MBC) Vay H la
BC L (SAB) 1) c
: A
hinh chiéu ctia S trén mat phang (MBC) . XS
Trong mat phang (SAB) diém H nhi doan SB dudi B

mot goc vuong nén H thudc duong tron (C) duong kinh SB nam trong (SAB) .

Gai han.
Khi M=S=H=S.
Khi M=A=H=A.

Vay M di dong trén doan SA thi H di dong trén cung nho SA cua duong tron

(C)-

Phin ddo.
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Goi H' la mot diém bat ki trén cung nhd SA ctia duong tron (C), goi
SH' L BM'

=SH' L (M'BC) hay H' la hinh chiéu cta S
SH' L BC

M'=BH'nSA.Taco {
trén (MBC) .

Két luan : Tap hop cac diém H la cung nhd SA ctuia duong tron (C)
CAC BAI TOAN LUYEN TAP

26. Cho tir dién SABC c6 ABC la tam gic vudng tai B va SA 1 (ABC)

a) Ching minh BC L (SAB).

b) Goi AH la duong cao cua tam gidc SAB. Ching minh AH 1 SC.

27. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD 1a hinh thoi tam O . Biét

SA =SC,SB=SD. Chting minh rang :

a) SO L(ABCD).

b) ACLSD.

28. Cho tit dién OABC c6 OA,0B,OC ddi mot vudng géc. Ké OH L (ABC).
Ching minh:

a) H la trec tam cua AABC.

b) AABC la tam gidc nhon.

©) Siasc =Soas +Ssosc + Saoca

d) Tim tap hop cac diém M trong khong gian sao cho MA* + MB? + MC” =3MO”.
29. Cho hai hinh chit nhat ABCD va ABEF nim trong hai mat phéng khac nhau
sao cho hai dwong thang AC va BF vudng géc véi nhau. Goi CH va FK lan
luot 1a duong cao ctia hai tam gidc BCE va ADF . Chiing minh rang :

a) AACH va BFK la cdc tam gidc vuong.

b) BF L AH va AC L BK.

30. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh vudng canh a, SA L (ABCD)
va SA=a.Goi LK Ian luot la trung diém cac canh AB va SC. Ching minh

IK L (SCD) va tinh IK.

31. Cho t& dién ABCD c¢6 DA,DB,DC d6i mot vudng goc . Goi a,p,y Tan luot
la goc gitta cac duong thang DA, DB,DC véi mit phang (ABC) .

Chting minh (2 +cot? oc)(2 +cot? [3’)(2 +cot? y) >64.

32. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD 1a hinh vuéng, Goi H la trung diém
ctia AB va SH L (ABCD). Goi K I trung diém ctia canh AD.Chting minh:

a) AC L (SHK)

b) CK LSD.

33. Cho hinh chép S.ABC c6 SA L (ABC). Goi H,K Ian luot 14 triec tAm cac tam
giac ABC va SBC. Chting minh réng :
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a) AH,SK va BC dong qui.

b) SB_L(CHK).

) HK L (SBC).

34. Trong m3t phang (a) cho dwong tron duong kinh ¢6 dinh BC va M la diém
di dong trén duong tron nay. Trén duong thang d vudng gdc voi (a) tai B 1dy
moét diém A.

a) Chitng minh cdc mat cta tt diéen ABMC la tam giac vuong.

b) Goi H,K Ian lugt la hinh chiéu ctia B trén AM va AC . Ching minh

AC L (BHK).

c¢) Tim tap hop diém H khi M di dong.

d) Tim vi tri cia M dé€ doan AM 16n nhat.

e) Tim vi tri cia M dé€ dién tich tam gidac BHK 16n nhat.

35. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh vuong canh a, mdt bén SAB
la tam giac déu va SC= av2 . Goi H,K Ian lugt la trung diém cta cac canh AB
va AD. Chiing minh rang :

a) SHL(ABCD).

b) ACLSK va CKLSD.

36. Cho hinh chop S.ABCD c6 ddy ABCD 1la hinh chit nhat véi AB=a,BC= a3
, mdt bén SBC la tam gidc vudng tai B, mat bén SCD vuodng tai D va SD :a\/g .
a) Chung minh SA L (ABCD). Tinh SA.

b) Puong thing qua A vuodng goc véi AC cat CB,CD lan luot tai I,]. Goi H 1a
hinh chiéu ctia A trén SC.Goi K,Lla cac giao diém K,L cua SB,SD véi (HI])
Chiing minh AK L (SBC), AL L(SCD)

¢) Tinh dién tich tt gidc AKHL.

37. Cho hinh chép S.ABC c6 day ABC la tam gidc vudng can tai B,

AB=a,5A =a\/3 va SA L(ABC). Goi M la diém trén canh AB va

AM =x (0 <x< a) , mit phang (a) di qua M va vuong goc voi AB

a) Tim thiét dién cta hinh chép S.ABC véi (a) .

b) Tinh dién tich thi€t dién theo a va x. Tim x d€ dién tich thiét dién 16n nhat.
38. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD la hinh vuéng canh a, SA 1 (ABCD)
va SA =av2 . Xc dinh tiét dién ctia hinh chép véi mit phang (a) di qua A
vuong goc voi SC. Tinh dién tich thiét dién.

39. Cho hinh chép tam giac déu S.ABC c6 canh d4y béng a, duong cao SO =2a.
Goi M la diém thudc duong cao AA' ctia tam giac ABC . Xét mit phang (a) di
qua M va vuong goc véi AA'. Dat AM=x.

a) Xac dinh thiét dién ctia hinh choép khi cit boi (a) .
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b) Tinh dién tich thiét dién theo a va x. Xac dinh vi tri cia M d€ dién tich thiét
dién 16n nhat.

40. Cho tam giac ABC tai C c6 canh huyén nam trén mit phang (P) va cac canh
gbc vudng tao voi (P) cac goc a,f . Tinh goc gitta duong cao CK voi (P) .

41. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh vudng canh a, tam O.

SO L(ABCD), duong thing SA tao voi hai mat phang (ABCD) va (SBC) cac
gbc bang nhau. Goi H 1a hinh chiéu cta A trén (SBC).

a)Chting minh SO=AH va SA khi HB =%

b) Tinh géc gita dudng thing SA véi (ABCD).

42. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD la hinh chit nhat, SA L (ABCD),
SC=a. Géc gitta duong thang SC véi cac mat phang (ABCD) va (SAB) lan
lwotla o0 va .

a) Tinh SA

b) Chitng minh AB = a\/cos(a + [3)(:05(0( —ﬁ)

43. Cho tit dién OABC c¢6 OA,OB,OC d6i mot vuong goc . Goi H 1a truc tam
cua te dién . Goi A,B,C la ba goc twong ting ctia tam giac ABC.

sina_sin’B _ sin’y

sin2A  sin2B  sin2C

44. Cho tt dién ABCD c6 BDC=90". Hinh chi¢u Hctia D trén mit phang
ABC Ia triec tam tam gidc ABC.

a) Chtiing minh CDA =90°.

b) 6(DA? + DB? + DC*) > (AB+BC+CA) .

45. Cho ti dién OABC c6 cac canh OA,OB,OC d6i mét vudng goc. M 1la mot
diém bat ki thuéc mién trong tam giac ABC.

MA* MB* MC?

oA OB OC

b) Goi H 1a triec tAm tam giac ABC va a,f,y ITan luot 1a géc gita duong thang
OH véi cac duong thang OA,OB,OC.

2

Chting minh rang: cotacotBcoty < R

bat a = AOH, 3 =BOH,y = COH. Chitng minh:

a) Tim gia tri nho nhat cia T=

. , cosa+cos  cosp+cosy cosy+cosa
¢) Tim GTNN ctia S= P + B Y, oY

cos’y cos” a cos’
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