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S _ §3: HAM SO BAC HAI
A. TOM TAT LY THUYET.
1. Pinh nghia: Ham s6 bac hai laham sé co dang y = az® + bz +¢ a = 0 .
2. Sw bién thién
e TXP: D=R

e Khia > 0 hamsd déng bién trén [— 2i ; +oo] , nghich bién trén [—oo; —QE] va cd gia tri nho nhét 1a
a a

_A khi z = —i. Khi a < 0 ham s dong bién trén [—oo;—%}, nghich bién trén [—2i;+oo] va co

4a 2a a a
gié tri 16n nhat 13 B i g2
) 4a 2a
Bdng bien thién
x b x b
—00 - 400 —00 = +00
2a 2a
y=ax’ +bxr+c | TX 100 y=azr’ +bx +c A

(a>0) \ / (a<0) /_E\

4da —00 —00
3. Po thi.
Khi a > 0 d thi ham s6 bac hai bé 16m hudng 1én trén va c6 toa d6 dinh 1a 1 [ — 23 : —43]
a a
H A . \ A A c LA 1~ r A A \ e A 32 \ b A
Khi a < 0 @06 thi ham s6 bac hai bé 10m hudng 1én trén va co6 toa d dinh la 7| — 2— ; —4—
a a
D6 thi nhan dudng thang z = — 2i lam truc d6i xtmg.
a
y 4 y4
/_i b
2a [ 2a
oS % 9 I/ X
N
a<0 a>0

B. CAC DANG TOAN VA PHUONG PHAP GIAL

> DANG TOAN 1: XAC PINH HAM SO BAC HAI.
1. Phuong phap giai.
Pé xac dinh ham sb bac hai ta 1a nhu sau
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Goi ham sb can tim lay = az® 4 bz + ¢,a = 0. Cin c theo gia thiét bai toan dé thiét 1ap va giai hé phuong
trinh v&i an a,b, ¢, tir d6 suy ra ham s can tim.

2. Cac vi du minh hoa.

Vi du 1. Xac dinh parabol P : y = az® + bz + ¢, a = 0 biét:

a) P diqua A(2;3) c6dinh I(1;2)

b)c=2va P diqua B 3;—4 Vécétmcdéixfrngléx:—;

¢) Him s6 y = az® + bx + ¢ c6 gia tri nho nhit bang Z khi z = ; va nhan gia tri

bang 1 khiz = 1.

d) P diqua M(4;3) cit Oz tai N(3;0) vda P sao cho AINP c6 dién tich bang 1 biét hoanh d6 diém P
nho hon 3.

Loi gidgi

a)Vi Ae P nén3=4a+2b+c (1)

Mit khac P c6 dinh I(1;2) nén —2i:1<:>2a+b:0(2)v2a[e P suyra2=a+b+c (3)
a

4da +2b+c =3 a=1
Tu(1),2)va(3)tacd {2 +b =0 S 1b = -2
a+b+c=2 c=3

Viay P cantimla y = 2° — 2z + 3.
byTacbc=2va P diquaB 3;—4 nén —4=9a+3b+2 < 3a+b=-2(4)

‘. 3 3
P cotrycdoixingla z = % nen y » = 3 < b = 3a thay vao (4) ta dugc
4]

3a+3a:—2®a:—%$b:—1.

\ 1
Vay P cantimla y = —5332 —z+2.

nén ta co

N | —

: s T T
¢) Him s6 y = az” + bx + ¢ co gia tri nhd nhat bang 1 khi z =

2
—i:1<:>a+b:0(5),§=a1 +b1+c<:>a+2b+4c=3(6)véa>0
2a 2 4 2 2

Ham s6 y = aa® + bz + ¢ nhan gia tri bang 1 khiz = 1 nén a +b+ ¢ = 1(7)
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a+b=0 a=1
T (5),6)va(7)tacd{a+2b+4c=3 < {b=-1
a+b+c=1 c=1

Vay P cantimla y = 2> —z +1.
d)Vi P diqua M(4;3) nén 3 = 16a + 4b + ¢ (8)
Mit khac P cit Oz tai N(3;0) suyra 0 =9a+3b+c¢(9), P cit Oz tai P nén P 0 ,t < 3

t+3=-1
Theo dinh ly Viét ta cd a
3t =<
a
. 1 . . . b AL .
Tacd S5, = —IH.NP véi H 1a hinh chiéu cia | ——;——| 1én tryc hoanh
2 20" 4a
Do [H = —é,NP:?)—tnén SA,NP:M:E—A. 3—t =1
4a 2| 4a
2 2
t+3 :
D S T 1 U 3= %o 3¢ =2 (o)
2a a a a ‘a‘
— 1 4
Tir(8)ve‘1(9)tacc’>7a+b:3<:>b:3—7asuyrat+3:—3 7a(:>—:—t

a a 3

Thay vao (10)tacdé 3 —t P = ST &3P 2T +73t—49=0&t=1
Suyraa=1=b=—-4=c=3.

Viay P cantimla y = 2° — 4z + 3.

3. Bai tap luyén tap.

Bai 2.29: Xac dinh phuong trinh cua Parabol (P): y = 2* + bx + ¢ trong céac truong hop sau:
a)(P)diquadiém A 1, 0 va B —2; —6

b) (P)codinh I 1; 4

¢) (P) cit tryc tung tai diém c6 tung do bang 3 va c6 dinh § —2;—1 .

Bai 2.30: Tim Parabol y = az? + 3z — 2, biét rang Parabol d6 :
a) Quadiém A 1; 5
b) Cit truc Oz tai diém c6 hoanh do béng 2
¢) C6 tryc dbi ximgz = —3
1 11

d) Codinh | —=:—=
27 4

Bai 2.31: Xdic dinh phuong trinh Parabol:
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a) y = ar® +bxr +2 qua A(l : 0) va truc ddi xtng ng

b) y = ax® + bz + 3 qua A(-1 ; 9) va truc ddi ximg x =2
) y = ax® +bx +c qua A(0; 5) va dinh I ( 3; - 4)

> DANG TOAN 2: XET SU BIEN THIEN VA VE PO THI CUA HAM SO BAC HAL
1. Phwong phap giai
Pé vé duong parabol y = az® + bz + ¢ ta thyc hién cac budc nhu sau:

— Xac dinh toa d6 dinh I[—i;—é].
2a  4a
— Xéc dinh truc ddi xing z = — 2i va huéng bé 16m ctia parabol.
a

— Xac dinh mot s0 diém cu the cua parabol (chang han, giao diém cua parabol véi cac truc toa do va cac diém
doi xtrng vai chung qua truc truc doi xung).

— Can ctr vao tinh doi xtng, bé 10m va hinh dang parabol dé v€ parabol.

2. Cac vi du minh hoa.

Vidu 1: Lap bang bién thién va v& do thi cdc ham so sau

a) y =" + 3z +2 b)y:—x2+2\/§x
Loi gidi
8 yA
. b 3 A 1
aTacO —=——, —— = ——
2a 2 4a 4
Béng bién thién
x 3 N
—00 —— 00
2 2
y=a>+3x+2| T +00
L 3-2,1-10] 1 X
- 3 -2,

Suy ra dd thi ham s6 y = 2% 37 + 2 cé@vla

I[—é'—i],diquacécdiém A—-20,B —10,C 0,2 ,D —3;2

I

2
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Nhan duong thang « = —2 1am truc ddi xtng va huéng bé 16m Ién

trén

b) Ta co —i:\/_, —A:Q
2a 4a

Bang bién thién

z —00 J2 +00 >
9 X
y = —x° + 22 /' \
— OO — OO
Suy ra d thi him sé y = —2? + 2v2z co dinh 1a I /2,2 | di qua

cic diém O 0;0 , B 2v2:0

Nhén duong thang = = V2 1am truc d6i xtmg va huéng bé 16m xudng dudi

Vi du 2: Cho ham 86 y = 2° — 6z + 8

a) Lap bang bién thién va v& d6 thi cac ham sb trén

b) Str dung dd thi dé bién luan theo tham sé m s6 diém chung cua duong thing y = m va do thi ham sb trén
¢) Sir dung db thi, hiy néu cac khoang trén d6 ham s6 chi nhan gia tri duong

d) Sir dung db thi, hay tim gié trj I6n nhét, nho nhét ctia ham s6 da cho trén |~ 1;5]

Loi gidi
A
a)Tac()—i:?),—é:—l y
2a 4a
Béng bién thién
T —00 3 400
—+00 “+00

y=12° —6x+8 \ 1/7

Suy ra d0 thi ham s6 y = 2% + 3z + 2 ¢ dinh 1a
I 3;—1 ,diquacacdiém A 2,0 , B 4;0

Nhén dudng thang = = 3 1am truc ddi xtmg va hudng bé 16m
Ién trén

b) Puong thing y = m song song hoic tring vdi truc hoanh do d6 dwa vao db thi ta c6

V&i m < —1 duong thang y = m va parabol y = 2> — 6z + 8 khdng cit nhau
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V&i m = —1 duong thang y = m va parabol y = 2> — 6z + 8 cét nhau tai mot diém(tiép xic)
Vé6i m > —1 duong thiang y = m va parabol y = 2> — 6z + 8 cit nhau tai hai diém phan biét
¢) Ham s6 nhén gia trj dwong Gmg v6i phan dd thi ndm hoan toan trén truc hoanh

Do d6 ham s6 chi nhan gia tri dwong khi va chikhi z € —00;2 U 4;+00 .

d)Tacoy —1 =15,y 5 =13,y 3 = —1, két hop voi do thi ham s6 suy ra

I[I_llag]cy =15 khivachikhiz = —1

miny = —1 khivachikhi x = 3

-1

3. Bai tap luyén tap.

Bai 2.32: Lap bang bién thién va v& do thi cac ham s6 sau

a) y=12"—3x+2 b) y = —22° +4x

Bai 2.33: Cho ham s6 y = —2® — 2z + 3

a) Lap bang bién thién va v& d6 thi cac ham sb trén

b) Tim m dé d6 thi ham s trén cit dudng thang y = m tai hai diém phan biét
c¢) St dung dd thi, hay néu cac khoang trén d6 ham s6 chi nhan gia tri am

d) Sir dung do thi, hay tim gia tri 16n nhat, nho nhat ciia ham s6 da cho trén [—3;1]

» DANG TOAN 3: PO THI CUA HAM SO CHO BOI NHIEU CONG THUC VA HAM SO
CHUA DAU TRI TUYET DOL
1. Cac vi du minh hoa.

Vi du 1: V& d6 thi cia ham sé sau

Tz —2 khi x > 2 b
a =
)y —1* + 2z khi © <2 )
Y :‘xQ —x—2‘ yA
Loi gidgi
55 11 W 54 T —2 khi x > 2
a = :
) DO thi ham s6 -1 + 2z khix<2g0m
[ ]
+ V& duong thang y = z —2 diqua A 2;0 , B 0;—2 valdy phan nim
0 >
bén phai cia duong thiang z = 2 1 X
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+ Parabol y = —z + 2z c6 dinh I 1;2 , truc ddi xing = = 1, di qua
, C ‘ 4
cac diem O 0;0 , C' 2;0 valay phan do thi nam bén trai cua y duong
thing = = 2
b) V& parabol P cua dd thi ham s6 y = 2> — 2 — 2 ¢6 dinh
]_ 5 Ao ’ ]- . , < R
I 5;—— , truc 61 xting = = E,dl qua cac diém
o O >
A-10,B 20 ,C ;-2 ,D 1;,-2 . 10 1 2 X

Khi d6 d6 thi ham s6 y = |2> — 2 — 2| gdm

+ Phan parabol P nam phia trén tryc hoanh va phan dbi ximg cia
hoanh.

Vi du 2: V& d6 thi cia ham sé sau
a)y:x2—3|a:|—|—2 b)y:‘x2—3|az‘+2‘
C)y:x2—3|az|+3 d)
y=‘x2 —4x—3‘x—2‘+6‘—1

Loi gidgi

a) Védo thihamsb P :y = 2> — 3z +2 co dinh

yA

2 -10
A ’ 3 . , R
, truc doi xtng * = 5 , di qua céc diém yA
A L0 ,B 20 ,C 0;2,D 3;2 .Bé&1dm hudng lén trén.
Khi d6 d thi ham s6 y = 2* — 3|2+ 2 1a B, gém phan )

tryc tung cia P va phan lay d6i xtmg ctia nd qua truc tung.

P, gbm phén phia

2

b) D6 thi ham s6 y = |2? — 3|z| + 2| Ia

hoanh cia P, vaphan doi xung cia F, nam phia dudi

hoanh qua truc hoanh.

P,

¢) P thiham s y = 2* — 3|z|+ 3 1a P, c6 duge tir viée

P dimot don vi 1én phai trén song song vai tryc tung.

/

<y

/
/

e
>

172
1
1 X
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d) Tacé

y:‘x2—4x—3|x—2|+6‘—1:‘ x—22—3|x—2|+2‘—1

Do d6 tinh tién P  sang phai di hai don vi song song vé&i truc hoanh ta dugc d6 thi ham sé

1

y=|x—2 g 3 | T — 2| + 2], tiép tuc tinh tién Xuéng dudi mdt don vi song song vai truc tung ta dugc dd thi

hélmséy:‘ x—2 2—3|917—2|—i—2‘—1

2. Bai tap luyén tap.

Bai tip 2.34: V& d0 thi ctia ham sb sau
P —x khi z > 1 )

8) y = b) y = |~a® + 2 + 3|

— 24+ x+2 khi x<1
Bai 2.35: V& db thi cua ham sb sau

|—2* — 22+ 3| khi z > 1

a)y =—2’ —2|z|+3 b) y = —a* —2|z|+3 khiz <1

» DANG TOAN 4: UNG DUNG CUA HAM SO BAC HAI TRONG CHUNG MINH BAT PANG
THUC VA TiM GIA TRI NHO NHAT, LON NHAT.
1. Phwong phap giai.
Dua vio d6 thi(bang bién thién) ciia ham s6 y = az® + bz + ¢ (a = 0) ta thiy né dat gia tri 16n nhat, nho

nhét trén [a;ﬂ] tai diém z = « hodc z = 8 hodc z = —2i. Cu thé:
a
TH1:a>0
*Néw —L € [03] = min f(a) = f(- L) max f(z) = max f(a). (9
2a [“;57] 2a [a;d]

* Néu —% ¢ [04;6] = mir]lf(x) = min f(«a),f(B) ; ngxf(x) = max f(«), f(5)

[ a3
b

TH2: 0 <0: *Néu — = €[aif] = max f(2) = f(——); minf(z) = min f(a), f(5)
2a i 2" o]
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*Néu == ¢ [a36] = min f(a) = min f(0), /() 5 max flz) = max fe), £(9)

[(\ ;U] [n;;’f]

2. Cac vi du minh hoa.

Vi du 1: Cho phuong trinh 22 +2 m +3 2 +m? —3 = 0, m la tham sd.

Tim m dé phuong trinh c6 hai nghiém =z, 2, vd P = 5(z, + z,) — 27,2, gia tri 16n nhat.
Loi gidi

Tacd A'= m+3 — m>—3 =6m+12

Phuong trinh ¢6 nghiém < A'>0< 6m+12 >0 < m > —2

) ) T, +x,=-2m+3
Theo dinh ly Viét ta co )
rx, =m —3

P=—-10m+3 -2 m>—3 ==-2m>—-—10m —24

Xétham sd y = —22> — 10z — 24 véi = € | —2;+00

Béng bién thién

X

y=—22° —10x — 24

Suyra max y = —12 khivachikhi z = —2

{72:+x
Vay m = —2 1a gia tri can tim.y =
Vi du 2: Tim gié tri nho nhat cia ham s6: y = Yz + 22> +1 - 32> +1+1
Loi gidi

Patt =8> +Lt>1=¢ =3a* +22° +1

Khi d6 ham s6 tré thanh y = > — 3t +1 voi t > 1.

Béng bién thién
v 1 § +00
2
-1 +00
5
4
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Suy ra gia tri nho nhat ciahamsé y = {z* +222 +1 - 322 +1+1 12 —Z khi va chi khi t = g hay

391:2+1:§<:>:1;:i1’9
2 8

Vi du 3:Tim gi4 tri I6n nhét va nho nhét ciia ham s6 y = ' — 42” — 1 trén [—1;2).
Loi gidi

bitt = 2°.Vé6i x € [—1;2] taco t € [0;4]

Ham s trg thanh f ¢ = 1* — 4t — 1 v6i t € [0;4]

Bang bién thién
t 0 2 4
1 —1
Yy ::ﬂ _-Bt%—l \\\\\\\\\\\* ////////////'
—1
S i |0 Y hay| T
Wremapy =mapl =LK Y

miny = minf ¢t = -1 khit:2haya::j:\/§.

(—12] 12|

Vi du 4: Cho céc s thuc a, b thoda mén ab = 0. Tim gid tri nho nhat cta biéu thuc:

aQEab

P=—+——-—-—+41.
> a* b a
Loi gidi
b , b b b
Datt:9+—.Taco|t|: 2 2 112 > 201402 = 2,
b a b a a bl |a
2 2 2 2
, a’ b a” b,
t° = E;'+';;‘+'2 = g;'+';; =t -2
TacO P=t"—2—t+1=¢"—t—1
Xéthamsd f(t) = —t —1v6it € —o0;—2|U[2400
Béng bién thién
t — 0 —2 1 2 o0

f&) =t —t—1 +O\

Tir bang bién thién ta co

ﬁggﬁggﬁﬁﬁg
%ﬂ&%&%ﬁ&%&
G
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minP =  min f(t)zlkhit:2hay2:%+é<:»a:b.
a

—oo-3]U[ 240
Vi du 5: Cho céc sd X,y thoaman: 2> +¢* =1+ ay.
Chtrng minh rang é <z'+y -2l < g
Loi gidi
bat P = ' +y' — 2%y’
TacO P= (2" +v°) —32°y° = 1+uay g 3r*y* = —22%y° +2xy +1
bit t = ay,khido P = —2t> +2t +1
z* +y > 2y nén{1+xy22xy 1

o -—<xy<1
4yt > 2y 1+ xy > -2xy 3 d

Vi
|
Dodo—ggtgl.

Xétham s6 f(t) = —2t> + 2t + 1 trén

3

, 1 e
Taco _b =—, ta c¢6 bang bién thién
2a 2

t

f(t) = —2t* 42t +1 ) / \1

Tir bang bién thién ta c6 \Ir%in‘ ft) = é <P< m?)}( flt) = g
==-12 —=1
3 3

Suy ra diéu phai chttng minh.

3. Bai tap luyén tap ) ) )

Bai 2.36: Tim gia tri l6n nhat va nho nhat ciia ham so6

) y =z — 227 trén [—2; 1]

b) y = x* +22° — z trén [—1;1].

Bai 2.37:Cho z,y 14 cac sb thuc thoa man: 2(z* + ¢?) = zy + 1.

Chung minh rang : g <7z +y') + 4%y’ < %

Bai 2.38: Cho cac s thuc khong am x, y thay doi va théa mén = + y = 1. Tim gid tri 16n nhat va gia tri nho
nhat cta biéu thuc: S = 4z° +3y  4y* + 3z + 25xy.
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