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 DẠNG TOÁN 3: PHƯƠNG TRÌNH CHỨA ẨN TRONG CĂN BẬC HAI. 

1. Phương pháp giải. 
Để giải phương trình chứa ẩn dưới dấu căn ta tìm cách để khử dấu căn, bằng cách: 
  – Nâng luỹ thừa hai vế. 
            – Phân tích thành tích. 
  – Đặt ẩn phụ. 
2. Các ví dụ minh họa. 
Loại 1: Bình phương hai vế của phương trình. 
Ví dụ 1: Giải các phương trình sau 

a) 2 2 4 2x x x       b) 2 5 4x x    
Lời giải 

a) ĐKXĐ: 
2 2 4 0

2
2 0

x x
x

x

     
  

  

Với điều kiện đó phương trình tương đương với  

2 2
1

2 4 2 3 2 0
2

x
x x x x x

x

  
           

  

Đối chiếu với điều kiện ta được nghiệm của phương trình là 1x    và 2x    . 

b) ĐKXĐ: 
5

2 5 0
2

x x     . 

2 5 4 2 5 4x x x x        (*) 
TH1: Với 4 0 4x x     ta có (*) 0, (*) 0VT VP   suy ra phương trình vô nghiệm 

TH2: Với 4 0 4x x      ta có hai vế không âm nên phương trình (*) tường đương với 

 
2 2

3
2 5 4 10 21 0

7

x
x x x x

x

 
         

  

Đối chiếu với điều kiện 4x   và điều kiện xác định suy ra chỉ có 7x   là nghiệm. 

Vậy phương trình có nghiệm là 7x  . 
Nhận xét: Từ các lời giải các bài toán trên ta suy ra đối với các dạng phương trình sau ta có thể giải bằng 
cách thực hiện phép biến đổi tương đương: 

 
( ) ( )

( ) ( )
( ) 0 ( ( ) 0)

f x g x
f x g x

f x hay g x

   
  

 

 ( ) ( )f x g x   
 

2
( ) ( )

( ) 0

f x g x

g x

 
 

 

Ví dụ 2: Giải các phương trình sau 
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a) 23 1 1x x       b) 22 1 3 1 0x x x       
Lời giải 
a) Phương trình tương đương với  

 
2 2 2 2

0 0

3 1 1 3 1 1

x x

x x x x

     
        

 

 
 2 2 2 4 2 2 2

00 0

3 1 ( 1) 0 1 0

xx x

x x x x x x

           
            

 

0
0

0
1

1

x
x

x
x

x

             

  

Vậy phương trình có nghiệm là 0x   và 1x    

b) Ta có 2 22 1 3 1 0 2 1 3 1x x x x x x            

 

2 2

2
2 2 2

3 1 0 3 1 0

2 1 ( 1) ( 4 23 ) 01

x x x x

x x xx x x

            
   

 
      

 

22

2

3 1 03 1 0
1

11
2 2

4 2 0 2 2

x xx x
x

xx
x

x x x

                                 

  

Vậy phương trình có nghiệm là 1x   và 2 2x     

Ví dụ 3: Tìm m để phương trình 2 2 2 1x mx x     có hai nghiệm phân biệt. 
Lời giải 

Phương trình 
2

1

2
3 (4 ) 1 0  (*)

x

x m x

   
    

. 

Phương trình đã cho có hai nghiệm (*) có hai nghiệm phân biệt lớn hơn hoặc bằng 
1

2
   đồ thị 

hàm số 23 (4 ) 1y x m x     trên 
1

[ ; )
2

   cắt trục hoành tại hai điểm phân biệt. 

Xét hàm số 23 (4 ) 1y x m x     trên 
1

[ ; )
2

  . Ta có 
4

2 6

b m

a
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+ TH1:  Nếu 
4 1

1
6 2

m
m


     thì hàm số đồng biến trên 

1
[ ; )

2
   nên 1m   không thỏa 

mãn yêu cầu bài toán. 

+ TH2: Nếu 
4 1

1
6 2

m
m


     :  

Ta có bảng biến thiên  
x   1

2
                      

4

6

m 
                           

   
 
 
 
y   

  
1

2
y
    

                                                 

 
 

                         
4

6

m
y
     

                           

 

Suy ra đồ thị hàm số 23 (4 ) 1y x m x     trên 
1

[ ; )
2

   cắt trục hoành tại hai điểm phân biệt

1 4
0

2 6

m
y y
                

 22 9 1
0 8 28

4 12

m
m m


       (1) 

Vì  
22 8 28 4 12 0,m m m m          nên  

9
(1) 2 9 0

2
m m      (thỏa mãn 1m  ) 

Vậy 
9

2
m   là giá trị cần tìm. 

Loại 2: Phân tích thành tích bằng cách nhân liên hợp. 
Để trục căn thức ta nhân với các đại lượng liên hợp; 

  A B A B A B
A B

A B A B

  
   

 
 

      
       

2 2
3 3 3 3 3 3

3 3

2 2 2 2
3 3 3 3 3 3 3 3

A B A A B B
A B

A B
A A B B A A B B

  


   
   

 

Với A, B không đồng thời bằng không. 
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Ví dụ 4: Giải các phương trình sau  

a) 
 

 

2

2

2 1
20

3 7 2

x
x

x


 

 
                                   b) 33 2 2x x     

c) 3 2 23 8 15 2x x x                               
Lời giải 

a) ĐKXĐ: 

77 2 0
2

3 7 2 1

x x

x x

    
 

   

  

Phương trình 
   

   

22

2 2

2 1 3 7 2
20

3 7 2 3 7 2

x x
x

x x

  
  

   
 

   
 

 

2

2

2 1 10 2 6 7 2
20

2 2

10 2 6 7 2 2 20

x x x
x

x

x x x

   
  



     

  

7 2 5 9x x      (thỏa mãn điều kiện) 

Vậy phương trình có ngjiệm 9x    

b) ĐKXĐ: 
2

3
x    

Nhẩm ta thấy 1x   là nghiệm của phương trình nên ta tách như sau 

Phương trình    33 2 1 1 0x x       

       3 23 3

3 2 3

1 13 2 1 3 2 1
0

3 2 1 1

x x xx x

x x x

     
  

   
  

3 2 3

3 3 1
0

3 2 1 1

x x

x x x

 
  

   
 

3 2 3

3 1
1 0

3 2 1 1
x

x x x

 
    

    
(*) 

Do 
2

3 2 3 3 1 3
1 0

2 4
x x x

 
      

 
 nên 

3 2 3

3 1
0

3 2 1 1x x x
 

   
 

Phương trình (*) 1x  (thỏa mãn điều kiện) 
Vậy phương trình có nghiệm duy nhất 1x  . 

c) Phương trình được viết lại như sau: 3 2 23 2 15 8x x x      
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Vì 2 215 8 0x x     nên phương trình có nghiệm thì phải thỏa mãn  33 2x   hay 
8

27
x   

Ta có phương trình tương đương với: 
3 2 23 3 15 4 3 8x x x        

2 2

2 2 23 3

1 1 1
3

15 4 8 31

x x x

x xx x

  
  

    
 

2 2 23 3

1 1 1
( 1)( ) 0

8 3 15 41

x x
x

x xx x

 
    

    
 (**) 

Vì 
8

27
x   suy ra 

2 2

1 1
0

8 3 15 4

x x

x x

 
 

   
 nên 

2 2 23 3

1 1 1
0

8 3 15 41

x x

x xx x

 
  

    
 

Phương trình (**) 1x    
Vậy phương trình có nghiệm duy nhất 1x  . 
Ví dụ 5: Giải các phương trình sau 

a) 2 2( 3) 2 1 3x x x x                            b) 2 23 3( 23 1 3) xx x x      

Lời giải 
a) Ta thấy 3x    không là nghiệm của phương trình 

Xét 3x   , phương trình
2

2 3
2 1

3

x x
x

x

 
  


 

 

2 2 2
2

22

02
2 1 1

(*)2 3 2 1 13 32 1 1

xx x x
x

x xx xx

 
              

 

Phương trình (*) 22 1 2 5x x     

2 2 2

5 5

2 2
2 1 4 25 20 10 12 0

x x

x x x x x

         
          

 

5

5 132
5 13

x
x

x

     
   

  (thỏa mãn) 

Vậy phương trình đã cho có nghiệm 0x   và 5 13x     

b) Ta thấy 
3

1
x    không là nghiệm của phương trình 
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Xét 
3

1
x   , phương trình đã cho 

2
2 3 2 3

3
3 1

x x
x

x

 
  


 

Đến đây, chú ý 2 21 8
3 2 3 3( ) 0

3 3
x x x       

Nên phương trình có nghiệm phải thỏa mãn 21
3 2 0

3
xx x     

Do đó phương trình đã cho
2

2 3 2 3
3 2 2

3 1

x x
x x x

x

 
    


 

2 2 2 2

2

22 2

2 2

3 4 3 2 3 6 2

3 13 2

13(1 ) 3(1 )

3 13 2 13 2 3x

x x x x x x

xx x

xx x

xx x x x

     
 

 

  
   

    

 

* TH1: 2 11x x    

Nhưng 1x    không thoả mãn 
1

3
x    nên phương trình có nghiệm 1x    

* TH2: 2 23 2 3 1 3 1x x x x x         

2 2

1
1

3 1 2

x
x

x x x

 
  

   
 (thỏa mãn) 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất 1x  . 
Loại 3: Đặt ẩn phụ  
Ví dụ 6: Giải các phương trình sau 

a) 2 2 11 31x x      b) 2( 5)(2 ) 3 3x x x x        c) 
2

2

1
3

1

x x
x

x x

 


 
  

Lời giải 

a) Đặt 2 11,  0t x t   . Khi đó phương trình đã cho trở thành: 

2
6

42 0
7

t
t t

t

 
      

 

Vì 0 6t t   , thay vào ta có 2 11 6x    
2 11 36 5x x      

 
Vậy phương trình có nghiệm là 5x     

b) Phương trình 2 23 3 3 10 0x x x x       
 



 
 
Truy cập website: hoc360.net để tải tài liệu đề thi miễn phí 
 

Group: https://www.facebook.com/groups/tailieutieuhocvathcs/ 

Đặt 2 3 ,   0t x x t   . Phương trình đã cho trở thành 

2
2

3 10 0
5

t
t t

t

 
      

. 

Vì 0 2t t   , thay vào ta có 2 3 2x x   

 

2
1

3 4 0
4

x
x x

x

 
       

 

Vậy phương trình có nghiệm là 1x   và 4x   . 
c) ĐKXĐ: x 0   
Dễ thấy 0x   không phải là nghiệm của phương trình 

Xét 0x  , phương trình 2 21 3 . 1x x x x x     
1 1

1 3 1x x
x x

        

Đặt 21 1
1 , 1 1t x t x t

x x
         

Phương trình trở thành 2 2 1
2 3 3 2 0

2

t
t t t t

t


        

  

  Với 1t   ta có 21
1 1 1 1x x x x x

x
         (thỏa mãn) 

  Với 2t   ta có 21 5 21
1 2 5 1 0

2
x x x x

x


          

Vậy phương trình có nghiệm là 
5 21

2
x


  và 1x  . 

Nhận xét: Phương trình có dạng     0af x b f x c    ta đặt  f x t . 

Ví dụ 7: Giải các phương trình sau 

a) 24 1 4 6 1 0    x x x     b) 2 23 2 9 3 2 2 7x x x x        

c) 
1 1

3 8 9x x
x x

        d) 
22 8 1

5
2 1

x x
x

x

 



 

Lời giải 

a) ĐKXĐ: 
1

4
x    

Đặt 
2 1

4 1, 0
4

t
t x t x
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Phương trình trở thành 

22 21 1
4 6 1 0

4 4

t t
t

  
    

 
  

 
   

4 2 2

4 2 3 2

4 2 1 6 1 4 0

4 4 1 0 1 3 1 0

t t t t

t t t t t t t

       

          
  

   2 2
1

1 2 1 0
1 2

t
t t t

t


      

  
 (loại 1 2t     ) 

Với 1t   ta có 
1

1 4 1
2

x x     

Với 1 2t     ta có 
2 2

1 2 4 1 4 1 3 2 2
2

x x x


           

Vậy phương trình có hai nghiệm 
1

2
x   và 

2 2

2
x


 . 

b) Đặt 23 2 2t x x   , điều kiện 0t  . Khi đó 2 23 2 9 7x x t    .  

Phương trình trở thành 2 7 7t t    

2
2 2

7
7 7

7 14 49

7
3

3

t
t t

t t t

t
t

t

      
    

   
 

 

Với 3t   ta có 23 2 2 3x x    

2 2

1 22

33 2 2 9 3 2 7 0
1 22

3

x
x x x x

x

  
         

 




 

Vậy phương trình có hai nghiệm 
1 22

3
x


 . 

c) ĐKXĐ: 0x  . 
Phương trình tương đương với 

1 1
3 8 9( )

93
x x

xx

       
. 
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Đặt 2 21 1 2 1 2

9 3 9 33
t x t x x t

x xx
           

Phương trình trở thành: 

2 2

2
2 33 8 9 9 3 2 0

13

3

t
t t t t

t


               

 

Với 
2

3
t   ta có 

1
1 2

3 2 1 0 1133
3

x
x x x x

x x

 
        
  

 

Với 
1

3
t    ta có 

1 1

33
x

x
    

1 13
7 1363 1 0

181 13

6

x
x x x

x

    
      

  




 

Vậy phương trình có nghiệm là 1x   và 
7 13

18
x


 . 

d) ĐK: 0x  . 

Dễ thấy 0x   không là nghiệm của phương trình. 
Xét 0x  . Khi đó phương trình tương đương với 

2 1 1
10 5 2 1 8 5( ) 2( ) 4

42
x x x x x x x

xx
          

Đặt 
1 1

2 . = 2 2
2 2

t x x t
x x

      

Suy ra 21
1

4
x t

x
   . Phương trình trở thành: 

2 25 2( 1) 4 2 5 2 0 2        t t t t t  (thỏa mãn) hoặc 
1

2
t   (loại) 

Với 2t   ta có 21 3 2 2
3 4 12 1 0

4 2
x x x x

x


         (thỏa mãn) 
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Vậy phương trình có nghiệm là 
3 2 2

2
x


  

Nhận xét: Phương trình có chứa  
 
1

af x
bf x

  và  
 

2 2

2 2

1
a f x

b f x
  thì ta đặt ẩn phụ là 

 
 
1

t af x
bf x

   

Ví dụ 8: Giải phương trình 

a)  
2 21 2 2 ( 1) 0x x x                     b) 3 210 1 3( 2)x x    

c) 24 1 3 1 2 1x x x                          
Lời giải 

a) ĐKXĐ:  22 1 0 0x x x      

Đặt 22 , 1 ; 0, 0x a x b a b       

Suy ra  
22 2 22 1 1a b x x x        

Phương trình trở thành  
22 2 2 0 0a b ab a b a b          

Suy ra  
22 22 1 2 1 1 0 1x x x x x x           (thỏa mãn) 

Vậy phương trình có nghiệm là 1x    

b) ĐKXĐ: 3 1 0 1x x     . 

Phương trình 2 210 ( 1)( 1) 3( 2)x x x x       

Đặt 21 , 1x a x x b      , 0, 0a b    

Suy ra 2 2 2 2a b x    khi đó 
Phương trình trở thành  

 

  

2 2 2 210 3 3 10 3 0

3
3 3 0

3

ab a b a ab b

a b
a b a b

a b

     

 
      

  

Với 3a b  ta có  2 23 1 1 9 1 1x x x x x x           

2 10 8 0 5 33x x x        (thỏa mãn điều kiện) 

Với 3a b  ta có  2 21 3 1 1 9 1x x x x x x          

29 10 8 0x x     (phương trình vô nghiệm) 
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Vậy phương trình có nghiệm là 5 33x   . 
c) ĐKXĐ: x 1   

Đặt 1 , 1 ; 0, 0x a x b a b       

Phương trình trở thành 4 3 2a ab b     

Mặt khác 2 2 2a b   suy ra     2 22 3 2 2 2 1 0a b a ab b a b a b          

2a b   (do 2 1 0a b   ) 

Suy ra  
5

1 2 1 1 4 1
3

x x x x x          (thỏa mãn) 

Vậy phương trình có nghiệm là 
5

3
x   . 

Ví dụ 9: Tìm m  để phương trình sau có nghiệm 

a)  
2 22 1 1x m x x      (1) 

b) 4 23 1 1 2 1x m x x      (2) 
Lời giải 

a) Đặt 2 1t x x    

 
22 2 2 21 2x 1 4x 4x 1 4 3t x x t            

Vì 

2

2 1 3 3
1

2 4 4
x x x

        
 nên 

3

2
t    

Phương trình (1) trở thành 2 24 3 4 3t m t t t m         (1') 

Xét hàm số 24 3y t t     với 
3

2
t   

Ta có 
1 3

2 8 2

b

a
     

Bảng biến thiên 
x   3

2
                                                           

y   
12 3

2
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Phương trình (1) có nghiệm   phương trình (1') có nghiệm 
3

2
t    

  đồ thị hàm số 24 3y t t     trên 
3

[ ; )
2
  cắt đường thẳng y m

12 3

2
m

 
   . 

Vậy phương trình (1) có nghiệm khi và chỉ khi 
12 3

2
m

 
  

b) ĐKXĐ: 1x   . 

Chia cả hai vế cho 1x    ta có 

 
4 2

4
1 1 1 1

2 3 2 3 2
1 11 1

x x x x
m m

x xx x

   
      

  
  

Đặt 4 4
1 2

1 0 1
1 1

x
t t

x x


     

 
 

Phương trình (2) trở thành 23 2t t m    (2') 

Xét hàm số 23 2y t t    trên [0;1)  , ta có 
1

2 3

b

a
  , 

1 1

3 3
y
    

  

Bảng biến thiên  
x   

0                             
1

3
                               1   

y   
                                 

1

3
  

 
0                                                              1   

  Phương trình (2) có nghiệm   phương trình (2') có nghiệm t [0;1)   

  đồ thị hàm số 23 2y t t    trên [0;1)  cắt đường thẳng y m
1

1
3

m     

Vậy phương trình (2) có nghiệm khi và chỉ khi 
1

1
3

m    

Lưu ý: Khi giải bài toán bằng cách đặt ẩn phụ , đối với loại toán không chứa tham số thì có thể không nêu 
điều kiện(hoặc điều kiện "lỏng") của ẩn phụ vì sau khi tìm được nghiệm ẩn phụ rồi chúng ta phải thay lại 
để giải. Nhưng với bài toán chứa tham số thì chúng ta cần phải nêu điều kiện "chặt" đối với ẩn phụ. 
Loại 4: Đặt ẩn phụ không hoàn toàn 

Ví dụ 10: Giải phương trình 23 3 3 4 1x x x               
Lời giải 
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ĐKXĐ: 3x    

Phương trình   227 3 3 3 3 31 80 0    x x x x          

Đặt  3     0t x t    phương trình trở thành 2 227 3 3 31 80 0    t t x x       

Có  
2

18 93
t

x    suy ra 
1 2

3 16 5
   ,t

9 3

x x
t

  
   

3 16
 3

9

x
x

 
    Vô nghiệm vì với 3x    thì 

3 16
0

9

x 
  

25
 3 2 0 1

3

x
x x x x


          hoặc 2x    

Vậy phương trình ban đầu có hai nghiệm 1x   và 2x    
Nhận xét:Trong lời giải trên ta thấy  khó nhất là biến đổi phương trình ban đầu  thành 

  227 3 3 3 3 31 80 0    x x x x        để sau khi đặt ẩn phụ 3     t x  thì phương 

trình ẩn t  có  
2

18 93x  ( là bình phương của một nhị thức) 

Nếu ta tách không hợp lý thì không là bình phương của một nhị thức hoặc là một hằng số  ,trong 
trường hợp đó việc giải phương trình theo hướng trên là không thể thực hiện được. 
Vậy làm thế nào để tách được phương trình mà thỏa mãn các điều kiện trên và việc tách ra như thế có là 
duy nhất?.Để  trả lời được câu hỏi này ta thực hiện theo các bước như sau: 

B1: Viết      2(1) 3 3 3 3 4 1 3 0    0m x x x m x m m            

B2: Đặt  3     0t x t    pt trở thành  2 23 3 4 1 3 0    mt t x m x m        

                        Có    t
2 212 4 4 12 4 9mx m m x m m f x          

B3: Tìm m  sao cho 
  / / 2

12 012 0
27

0 4 27 1 0f f

mm
m

m m m m

         
          

 

Đến đây việc giải pt như đã trình bày ở trên 

Ví dụ 11: Giải phương trình 2 260 24 5 5 10x x x x        
Lời giải 

ĐKXĐ: 260 24 5 0x x    

Đặt 260 24 5    ( 0)t x x t    pt trở thành 2 2 2 21 1
0 6 6 0

6 6
t t x x t t x x          

Phuơng trình ẩn t  này có  
2/ 3x    nên ta tìm được

1 2
, 6t x t x     

2
2

0
 60 24 5 2 14

4 10 0

x
x x x x

x x
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2
2

6 0
 60 24 5 6 3 13

6 4 0

x
x x x x

x x

            
   

  

Vậy pt ban đầu có hai nghiệm 
1 2

2 14, 3 13x x       

Ví dụ 12: Giải phương trình     3 4 12 28        x x x x        

Lời giải 

ĐKXĐ: 2 8 48 0x x     
2 8 48   ( 0)t x x t     phương trình trở thành

   2 21 1
3 3 4 0   0

2 2
t x t x x t

 
        

Phương trình bậc hai ẩn t  có 1
t
   từ đó có 2, 4t x t x     

2
2

2 0
8 48 2 3 31

6 22 0

x
x x x x

x x

            
   

  

2
2

4 0
8 48 4 4 4 2

8 16 0

x
x x x x

x x

            
   

  

Vậy pt ban đầu có hai nghiệm 
1

3 31x    ,
2

4 4 2x     

 
3. Bài tập luyện tập. 
Bài 3.33: Giải các phương trình sau 

a) 2 1 3 1x x       b) 3 4 4x x x        

c) 4 4 23 1 1x x x x       d) 22 6 1 1x x x     

e) 22 3 9 4x x x       f) 2 7 7x x    
Bài 3.34: Giải các phương trình sau: 

a) 2 212 5 3 5x x x       b) 3 2 2 23 8 2 15x x x      

c) 3 25 1 9 2 3 1x x x x       d) 3 26 7 1x x x      
Bài 3.35: Giải các phương trình sau 

a) 2 22x x x x        b)  
2 22 1 1x x x     

c) 13 2(3 2) 3 42 0x x x      d) 2 22 22 2 24 0x x x x        

e) 
1 1

21 3

x
x

x x


 

  
  f) 24 1 4 6 1 0x x x      
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g) 2 1
2 3 1x x x x

x
      h) 32 4 2 2 1x x x x     

Bài 3.36: Giải các phương trình sau 

a) 24 22 3 2 21x x x        b)    21 5 3 3 4x x x      

c) 251 2 3 58 110x x x      d) 2 3 1 2 6x x x x      

Bài 3.37: Giải phương trình 2

2

2( 3)
9

( 3)

x
x x

x


  


.  

Bài 3.38: Giải phương trình 
3 2

2

2

2 3 1
1

2

x x x
x x

x

  
  


 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


