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Ví dụ 3 :  Xét xem các hàm số sau có liên tục với  x R   không? Nếu không? Chỉ ra các điểm gián 

đoạn. 

a)   4 3f x 2x 4x 2x 1                            b)   
2

2

3x 4x 5
f x

x 3x 2

 


 
  

c)   
2

2x 1 1
       x

22x 3x 1f x
1

2                         x
2

 
    

  


          d)   
3 22x 6x x 3

    x 3
f x x 3

19                             x 3

   
   

  

  

LỜI GIẢI 

a). Hàm số     4 3f x 2x 4x 2x 1     liên tục với  x R   vì   f x  là hàm đa thức. 

b).  Hàm số   
2

2

3x 4x 5
f x

x 3x 2

 


 
 liên tục với   x R\ 1; 2  , gián đoạn tại các điểm  x 1,x 2   vì   f x  

không xác định tại  x 1  và  x 2.   

c). Hàm số   
2

2x 1 1
      x

22x 3x 1f x
1

2                         x
2

 
    

  


  

‐Với   1
x R\ 1; ,f x

2

 
   

 
 là hàm phân thức hữu tỉ nên liên tục. 

‐Với   
1 1

x x
2 2

1 1 1
x ; lim f x lim 2 f

2 x 1 2 

 
        

 . Do đó hàm số liên tục tại 
1

x .
2

    

‐Hàm số gián đoạn tại  x 1   vì nó không xác định tại  x 1  . 

d). Với   x 3,f x   là phân thức hữu tỉ nên liên tục. 

Tại   x 3; f 3 19;      

 
      

2

2

x 3 x 3 x 3

x 3 2x 1
lim f x lim lim 2x 1 19 f 3 .

x 3  

 
     


  

Do đó hàm số liên tục tại  x 3.    

Vậy hàm số liên tục với  x R.    

Ví dụ 4: Cho hàm số   

3

2

x 8
          khi x 2

x 4
f x 3                 khi x 2

3 x 5    khi  3 x 2

 
 

   
      


. Tìm các khoảng, nửa khoảng mà trên đó 

hàm số f(x) liên tục. 

LỜI GIẢI 

Vì  2x 4 0   với mọi  x 2   nên hàm số   
3

2

x 8
f x

x 4





 xác định trên khoảng   2;  . Ta có 

 0x 2;     thì     
0 0

33
0

02 2x x x x
0

x 8x 8
lim f x lim f x

x 4 x 4 


  

 
 nên hàm số f(x) liên tục trên khoảng   2;  . 
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Với mọi  x 3; 2    thì  3 x 0  , do đó hàm số   f x 3 x 5    xác định trên nửa khoảng  3; 2  . 

0x 3; 2     ta có     
0 0x x x x

lim f x lim 3 x 5
 

      0 03 x 5 f x     nên hàm số f(x) liên tục trên nửa 

khoảng  3; 2  . 

Tại  0x 2  , ta có   f 2 3   . Và       
x 2 x 2
lim f x lim 3 x 5 4 f 2

  
        nên hàm số f(x) không liên 

tục tại  x 2  . 

Kết luận hàm số f(x) liên tục trên   2;   và trên  3; 2  . 

DẠNG 3: CHỨNG MINH PHƯƠNG TRÌNH CÓ NGHIỆM  

PHƯƠNG PHÁP: 

Bước 1: Biến đổi phương trình về dạng   f x 0  . 

Bước 2: Tìm hai số a và b sao cho     f a .f b 0 . 

Bước 3: Chứng minh hàm số f(x) liên tục trên đoạn  a; b   . 

Từ đó suy ra phương trình   f x 0  có ít nhất một nghiệm thuộc   a; b . 

Chú ý: 

Nếu      f a .f b 0  thì phương trình có ít nhất một nghiệm thuộc  a; b    

Nếu hàm số f(x) liên tục trên  a;   và có     
x

f a . lim f x 0


  thì phương trình   f x 0  có ít nhất một 

nghiệm thuộc   a; . 

 Nếu hàm số f(x) liên tục trên   ;a   và có     
x

f a . lim f x 0


  thì phương trình   f x 0  có ít nhất một 

nghiệm thuộc   ;a . 

Ví dụ 1: Chứng minh rằng phương trình  3 24x 8x 1 0    có nghiệm trong khoảng   1; 2   

LỜI GIẢI 

Hàm số    3 2f x 4x 8x 1    liên tục trên R. 

Ta có     f 1 11,f 2 1     nên     f 1 .f 2 0    

Do đó theo tính chất hàm số liên tục, phương trình đã cho có ít nhất một nghiệm thuộc khoảng 

 1; 2   

Ví dụ 2 : Chứng minh phương trình  4 24x 2x x 3 0     có ít nhất 2 nghiệm thuộc khoảng   1;1  . 

LỜI GIẢI 

Đặt    4 2f x 4x 2x x 3     thì f  x  liên tục trên R. 

     f 1 4 2 1 3 4; f 0 3; f 1 2.           

Vì     f 1 .f 0 0   nên phương trình có nghiệm thuộc khoảng   1;0   

   f 1 .f 0 0  suy ra phương trình có nghiệm thuộc khoảng   0;1  . 

Mà hai khoảng   1;0 ,  0;1 không giao nhau. Từ đó suy ra phương trình đã cho có ít nhất 2 nghiệm 

thuộc khoảng   1;1 .   

Ví dụ 3 :  Chứng minh phương trình  5 3x 5x 4x 1 0     có đúng năm nghiệm. 

LỜI GIẢI 
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Đặt    5 3f x x 5x 4x 1     thì   f x  liên tục trên R 

Ta có           4 2f x x x 5x 4 1 x 2 x 1 x x 1 x 2 1            

   3 105
f 2 1; f 1 0; f 1 1 0

2 32

 
           

 
  

   1 45
f 1 0; f 1 1 0; f 3 120 1 119 0

2 32

 
          

 
  

Vì    3
f 2 .f 0

2

 
   

 
 nên phương trình có nghiệm thuộc khoảng 

3
2; .

2

 
  
 

  

Vì   3
f .f 1 0

2

 
   
 

 nên phương trình có nghiệm thuộc khoảng 
3
; 1 .

2

 
  
 

  

Vì    1
f 1 .f 0

2

 
  

 
 nên phương trình có nghiệm thuộc khoảng 

1
1; .
2

 
 
 

  

Vì   1
f .f 1 0

2

 
 

 
 nên phương trình có nghiệm thuộc khoảng 

1
;1 .

2

 
 
 

  

Vì     f 1 .f 3 0  nên phương trình có nghiệm thuộc khoảng   1; 3 .   

Do các khoảng 
3

2; ,
2

 
  
 

3
; 1 ,

2

 
  
 

1
1; ,
2

 
 
 

1
;1 ,

2

 
 
 

 1; 3 không giao nhau nên phương trình có ít nhất 5 

nghiệm thuộc các khoảng trên. 

Mà phương trình bậc 5 có không quá 5 nghiệm suy ra phương trình đã cho có đúng 5 nghiệm. 

Ví dụ 4. Chứng minh rằng nếu  2a 3b 6c 0    thì phương trình  2a tan x b tan x c 0    có ít nhất một 

nghiệm thuộc khoảng  k ; k ,k Z.
4

 
    

 
  

LỜI GIẢI 

Đặt  t tan x  , vì  x k ; k
4

 
    
 

 nên   t 0;1  phương trình đã cho trở thành: 

 2at bt c 0         với   t 0;1   

Đặt    2f t at bt c    thì   f t  liên tục trên R. 

Ta sẽ chứng minh phương trình     luôn có nghiệm   t 0;1  . 

Cách 1: Ta có       
22 c c c

f 0 .f 4a 6b 9c 2 2a 3b 6c 3c .
3 9 9 3

               
  

‐Nếu  c 0  thì 
2

f 0
3

 
 

 
 do đó phương trình     có nghiệm   2

t 0;1
3

    

‐Nếu  c 0  thì    2
f 0 .f 0

3

 
 

 
 do đó phương trình     có nghiệm  2

t 0;
3

 
  
 

 do đó phương trình     có 

nghiệm   t 0;1   

Vậy phương trình  2a tan x b tan x c 0    có ít nhất một nghiệm thuộc khoảng  k ; k ,k Z.
4

 
    

 
  

Cách 2: 

Ta có       1 1 1
f 0 4f f 1 c 4 a b c a b c 2a 3b 6c 0   

2 4 2
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‐Nếu  a 0  từ giả thiết suy ra  3b 6c 0   do đó phương trình     có nghiệm   1
t 0;1

2
    

‐Nếu  a 0  thì     1
f x ,f ,f 1

2

 
 
 

 không thể đồng thời bằng 0 (vì  phương trình bậc hai không có quá hai 

nghiệm). 

Khi đó, từ     suy ra trong ba số     1
f 0 ,f ,f 1

2

 
 
 

 phải có hai giá trị trái dấu nhau ( Ví nếu cả ba giá trị 

đó cùng âm hoặc cùng dương thì tổng của chúng không thể bằng 0). 

Mà hai giá trị nào trong chúng trái dấu thì theo tính chất hàm liên tục ta đều suy ra phương trình     có 
ít nhất một nghiệm   t 0;1 .   

Vậy phương trình  2a tan x b tan x c 0    có ít nhất một nghiệm thuộc khoảng  k ; k ,k Z.
4

 
    

 
  

   


